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R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

1. UVODNA RAZMATRANJA

a) Osnovni pojmovi

Kinematika je dio teorijske mehanike u kome se proucavaju kretanja
mehanickih objekata, ne uzimajuéi u obzir njihovu materijalnost, kao ni
uzroke koji uslovljavaju ta kretanja. U kinematici se proucavaju geometrijska
svojstva kretanja objekata, te se kinematika naziva jos i geometrijom kretanja.

Kao zaseban dio teorijske mehanike, kinematika se izdvojila u prvoj
polovini XIX vijeka, jer se pokazalo da je u mnogim inzinjerskim problemima
znacajno prouciti geometrijska svojstva kretanja posmatranog objekta, ne
uzimajuéi u obzir njegovu tezinu, strukturu, kao ni sile koje koje su uzrok
toga kretanja. Za razliku od geometrije, kinematika za opisivanje mehani¢kog
kretanja pored prostora uzima u obzir i vrijeme.

Model mehanickog objekta, ¢ije se kretanje proucava u kinematici, je
tacka 1 kruto tijelo. Kruto tijelo predstavlja tijelo koje ne mijenja svoj
geometrijski oblik i zapreminu, udaljenost izmedu bilo koje dvije tacke
tijela tokom kretanja je nepromjenjiv, pri dejstvu drugih tijela na njega.
Tacka je tijelo nulte dimenzije te kod nje obrtanje ne dolazi u obzir kao $to
je to slucaj sa tijelom.

Pod mehanickim kretanjem podrazumijeva se promjena polozaja koje

tokom vremena jedno tijelo vr$i u odnosu na drugo tijelo.

Mehanicko kretanje tijela je moguce prouciti samo ako postoji drugo
tijelo u odnosu na koje vr§imo uporedivanje, koje nazivamo referentno tijelo.
Zavisno od vrste posmatranog problema, u svakom posmatranom sluc¢aju vrsi
se izbor referentnog tijela za koji veZemo odredeni sistem refrence u odnosu
na koji odredujemo osnovne karakteristike kretanja: trajektorija (zamisljena
neprekidna linija poloZaja tijela), brzina 1 ubrzanje.

Kretanje tacke ili tijela u odnosu na apsolutno nepokretni sistem
referencije, naziva se apsolutno kretanje. Kretanje tacke ili tijela u odnosu na
drugo pokretno tijelo, naziva se relativno kretanje. Poznato je da u prirodi ne
postoje apsolutno nepokretna tijela, tako da je bez dodatnih aproksimacija
nemoguce govoriti o apsolutnom miru i apsolutnom kretanju. Konvencijom
je regulisano da se stanje mirovanja, odnosno kretanja, u odnosu na Zemlju
smatra uslovno apsolutnim.
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b) Prostor i vrijeme

Kretanje tijela se vrs$i tokom vremena u prostoru, tako da se u
kinematici u analizu uvode dvije veli¢ine: duzina (L) ¢ija je osnovna jedinica
metar (m) i vrijeme (t) ¢ija je osnovna jedinica sekunda (S).

Sekunda (s), kao osnovna jedinica za vrijeme, definise se kao:

Sekunda je trajanje od 9192631770 perioda zracenja, koje odgovara
prelazu izmedu dva hiperfina nivoa osnovnog stanja atoma cezijuma 133CS.
Metar (m), kao osnovna jedinica za duzinu, definise se kao:

Metar je duzina putanje koju u vakumu prede svjetlost za vrijeme od
1/(299 792 458) sekundi.

Prostor u mehanici je trodimenzionalan i moze se opisati pomocu
aksioma poznatih u Euklidovoj geometriji. Euklidov prostor je homogen i
neogranic¢en i nezavisan je od svojstava objekta koji se u njemu nalaze.

Vrijeme u klasi¢noj mehanici je pozitivna skalarna veli¢ina koja se
neprekidno mijenja 1 uzima se za nezavisno promjenjivu veli¢inu, koju
obiljezavamo sa t. Sve ostale veli¢ine u kinematici se posmatraju kao funkcije
vremena. Prilikom mjerenja vremena uvodimo pojam pocetnog trenutka
vremena, odredenog trenutka vremena i intervala vremena.

Pocetni trenutak vremena (to), naziva se trenutak od kada poc¢injemo
da mjerimo vrijeme, tj. od kog ga po€injemo da posmatramo kretanje. Obic¢no
se usvaja da je pocetni trenutak vremena (to=0). Vrijeme neprestano tece i

argument t,u funkciji koga definiSemo sve kinematicke veliCine, je uvijek
pozitivna rastuca veli€ina.

Odredeni_trenutak vremena (t), definiSe se brojem sekundi koji su
protekli od pocetnog trenutka vremena.

Interval vremena (A4t=t>-t1), naziva se vrijeme koje protekne izmedu
dvije odredene pojave, §to u stvari predstavlja vremensku razliku izmedu bilo
koja dva posmatrana trenutka kretanja.

Albert Einstein (1905) uvodi nove pojmove o prostoru i vremenu.
Prema teoriji relativnosti, apsolutno mirovanje ne postoji. Einsteinova
teorija negira npr. i apsolutnu udaljenost. Medutim, kako znacajnija
odstupanja od klasi¢nih zakona kinematike nastaju samo u pojavama kod
kojih se brzine kretanja priblizavaju brzini svjetlosti, u tehni¢koj kinematici
operirat ¢emo klasi¢nim pojmovima prostora i vremena.
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c) Osnovni zadaci i podjela kinematike

Polozaj posmatrnog objekta u prostoru u odnosu na referentno tijelo
odreduje se odgovaraju¢im veli¢inama. Zavisnosti pomocu kojih se odreduje
polozaj objekta u svakom trenutku vremena, u odnosu na referentno tijelo,
nazivaju se jednacine kretanja ili zakoni kretanja posmatranog objekta.
Namecu se osnovna dva zadatka kinematike:

e odredivanje jednaCina kretanja, odnosno odredivanje analitickih
postupaka za definisanje kretanja posmatranog objekta u odnosu na
utvrdeni sistem reference

e polazeéi od jednacina kretanja, koje su zadate ili odredene, cilj drugog
(osnovnog) zadatka Kkinematike je odredivanje karakteristika
posmatranog kretanja, kao $to su: trajektorija, brzina, ubrzanje itd.

Kretanje nekog tijela poznajemo ako poznajemo polozaj svake tacke tog

tijela u toku vremena kretanja. Zbog toga ¢e biti prvo prouceno kretanje tacke,
a zatim tijela. Tako da kinematiku mozemo podijeliti na:

1. Kinematiku tacke
2. Kinematiku krutog tijela

Tacka u kinematickom smislu je geometrijska tacka koja mijenja poloZaj
u prostoru tokom vremena. Taka moZe biti, uocena tacka nekog tijela ili to
moze biti tijelo zanemarljivo malih dimenzija.

Ova podjela nema jasne 1 odredene granice jer se kinematika taCke
gotovo svugdje pojavljuje i u kinematici tijela. Brzina i ubrzanje mogu
pripadati samo pojedinoj tacki tijela, a samo u izuzetnim slucajevima
¢itavom tijelu.

Znacaj proucavanja kinematike je ipak visestruk. U mnogo ¢emu je
kinematika uvod u dinamiku, ali ona ima svoje samostalno znacenje koje
se pojavljuje u podrucju proucavanja mehanizama, jer kod mnogih
mehanizama pravilno funkcionisanje mehanizma se zasniva u prvom redu
na detaljnoj kinematickoj analizi kretanja pojedinih njegovih dijelova.
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2. KINEMATIKA TACKE

2.1.  POSTUPCI ODREPIVANJA KRETANJA TACKE

Pri kretanju tacke mijenja se njen polozaj u odnosu na referentno tijelo,
odnosno tacka prelazi iz pocetnog u neki proizvoljan polozaj.

Zavisnost izmedu proizvoljnog polozaja tacke u prostoru i vremena
odreduje zakon kretanja tacke, pa je osnovni zadatak kinematike tacke
proucCavanje zakona kretanja tacke.

Putanja ili trajektorija tacke je zamiSljena neprekidna linija koju
opisuje pokretna tacka M tokom kretanja u prostoru. Dio putanje izmedu

dva uzastopna polozaja tatke M naziva se predeni put.
Zavisno od oblika putanje tacke, razlikuje se pravolinijsko i
krivolinijsko kretanje tacke.

Proucavanje kretanja tacke vrsi se u odnosu na uslovno apsolutno
nepokretni sistem referencije. Za definisanje proizvoljnog krivolinijskog
kretanja tacke u prostoru najéesée se primjenjuju sledeca tri postupka:

1. Vektorski
2. Analiticki (koordinatni)
3. Prirodni

2.1.1. Vektorski postupak odredivanja kretanja tacke
Polozaj tacke M, pri proizvoljnom krivolinijskom kretanju, u potpunosti je
odredeno vektorom poloZaja 7, ¢iji je podetak u nekoj nepokretnoj tacki O, a
kraj u pokretnoj tacki M (sl.1.).
Posto tacka M mijenja svoj polozaj u odnosu na tacku O tokom vremena,
% mijenja se i vektor poloZaja 7 po intizitetu,
, pravcu i smjeru. Prema tome, vektor poloZaja 7

/ predstavlja jednoznacnu funkciju vremena t,

r/
/ 7 =7(t) (2.1)
0) p/ Jedna¢inom (2.1) odreden je polozaj tatke M u
o svakom trenutku vremena, zbog &ega ona
sl1.

4
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predstavlja zakon kretanja tacke u vektorskom obliku ili kona¢nu jednacinu
krivolinijskog kretanja tacke u vektorskom obliku. Pri tome, vektor polozaja
7 mora biti neprekidna funkcija vremena, jednozna¢na i dva puta
diferencijabilna.

Putanja tacke dobije se spajanjem geometrijskih mjesta krajeva vektora
polozaja 7 i naziva se hodograf vektora polozaja 7 .

2.1.2. Analiti¢ki (koordinatni) postupak odredivanja kretanja tacke

Polozaj tacke u prostoru, u opstem slucaju, odreden je sa tri nezavisna
parametra, Sto znaci da tacka u prostoru ima tri stepena slobode kretanja.
Nezavisni parametri predstavljaju koordinatne tacke u odnosu na neki
koordinatni sistem 1 za kretanje tacke se tada kaze da je odredeno analitickim
(koordinatnim) nafinom. U narednim razmatranjima bice rije¢i O
koordinatnim sistemima koji se naj¢esc¢e koriste u teorijskoj mehanici.

a) Dekartov pravougli koordinatni sistem
Dekartov koordinatni sistem obrazuju tri medusobno upravno orjentisane
z koordinatne ose Ox, Oy i Oz, koje
prolaze kroz jednu presjecnu
M (x,y.2) tacku (sl.2) i ¢iji su jedini¢ni
vektori osa 7jik respektivno.
Polozaj proizvoljne tatke M, u

z odnosu na Dekartov koordinatni
sistem, odreden je koordinatama
v (xy.2).

Kretanje tacke M u odnosu na
koordinatni sistem poznato je
ako je poznat polozaj tacke, u
svakom trenutku vremena, u
odnosu na taj koordinatni
sistema. Pa prema tome, proizvoljno krivolinijsko kretanje tatke M
u prostoru, u odnosu na nepokretni Dekartov sistem reference 0,,,,
u potpunosti je odredeno ako su u svakom trenutku vremena poznate
tri pravougaone Dekartove koordinate tacke M(X,y,z), tj.

X sl.2.
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x=x(t), y=y(), z=2z(t) (2.2)

Jednacine (2.2) predstavljaju zakon kretanja ili konacne

jednacine krivolinijskog kretanja tacke u Dekartovim koordinatama

ako su one neprekidne funkcije vremena, jednoznacne i dva puta

diferencijabilne. Eleminacijom parametra t iz jednagina kretanja dobija se
jednacina linije putanje tacke.

Ako se tatka M kre¢e u ravni 0,, (sl.3), tada su konacne

jednacine kretanja tacke odredene jednaCinama:

x=x(t), y=y(@) (2.3)
Yoo
x M (x.y) .
L ]
y M ©E)
0
O —_X
sl.3. sl.4.

Za slucaj da se tacka M krece po pravoj liniji, takvo kretanje tacke
moguce je pratiti i u odnosu na jednu koordinatnu osu 0,, koja se
poklapa sa pravcem kretanja tacke (sl.4). Jednacina kretanja uocene
tacke M, u ovom slucaju je:

x = x(t) (2.4)
z Ako tatku O, koja je pocetak vektora
/ M polozaja 7, usvojimo 1 za pocetak

Dekartovog pravougaonog koordinatnog
sistema O,,, (sl.5), onda je moguce vektor

|

\

|
J iz polozaja tacke M izraziti pomocu
: Dekartovih koordinata. Vektor polozaja 7
i ¥ tatke M moZe se predstaviti u obliku (sI.5),
#=7(t) = x(OT+ y(©)] + z(Dk  (2.5)
X sL.5. 6
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Jednacina (2.5) predstavlja vezu izmedu vektorskog i koordinatnog
postupka odredivanja kretanja tacke.

b) Polarno-cilindri¢ni i polarni koordinatni sistem

Kretanje tatke M (sl.6) moguce je odrediti i pomoc¢u polarno-cilindri¢nih
koordinata (r,¢,z), koje se nazivaju polarno rastojanje (poteg), polarni ugao i
aplikata, respektivno.

Y

/‘W y [
M (1,¢)
z
0L I
CPor y y
/\L//
/ ¥
X 0 X

sl.6. sl.7.

Kretanje tacke M, u svakom momentu vremena, jednoznacno je odredeno
pomocu koordinata:

r=r(®), o=@, z=20 (2.6)
Jednacine (2.6), pod uslovom da su neprekidne i dva puta diferencijabilne
funkcije vremena, predstavljaju zakon kretanja ili konacne jednacine
krivolinijskog kretanja tacke u polarno-cilindricnim koordinatama.
Ako se tacka M krece u ravni Oy, (sI.7), onda se kretanje tacke moze odrediti
preko polarnih koordinata r i ¢:

r=r(t), ¢ =) (2.7)
Jednacine (2.7), ako su neprekidne funkcije i dva puta diferencijabilne,

predstavljaju zakon kretanja odnosno kona¢ne jednacine kretanja tacke u
polarnim koordinatama.
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Rastojanje OM = r, naziva se polarno rastojanje ili poteg, a koordinata o je
polarni ugao.

c) Sferni koordinatni sistem
Polozaj tacke M, pri proizvoljnom krivolinijskom kretanju u prostoru,
moguce je odrediti i pomocu sfernih koordinata (r,¢,e) (sl.8.).

Kretanje tacke M, u odnosu na sferni
koorinatni sistem, jednoznacno je
odredeno ako su poznate neprekidne i
najmanje dva puta diferencijabilne
funkcije vremena,

r=r(), g =), 6= 06() (2.8)
Jednacine (2.8) predstavljaju zakon
kretanja ili  konacne jednacine
krivolinijskog  kretanja  tacke u
sfernim koordinatama.

2.1.3. Prirodni postupak odredivanja kretanja tacke
Za potpuno odredivanje kretanja tacke prirodnim na¢inom potrebno je
poznavati putanju tacke. Ona moze biti data jednacinama ¢iji oblik zavisi od
izabranog sistema reference. Ako je poznata putanja po kojoj se krece tacka
M, onda je moguce odrediti polozaj tacke
M tako $to se izabere bilo koja nepokretna
tacka M, na liniji putanje za referentnu
M tacku, tj. za pocetak sistema referencije, a
putanja se usvoji za krivolinijsku
sL.9. koordinatnu osu, C¢iji je jedan smjer
pozitivni a drugi negativni (sl.9). Time je, krivolinijskom koordinatom s =
M, M, u potpunosti odreden polozaj tacke M na putanji.
Pri kretanju tacke M po putanji, krivolinijska koordinata s se mijenja tokom
vremena, tj. ona je funkcija vremena,

S

Mo
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s =s(t) (2.9)

Ako je lu¢na koordinata S jednoznacna, neprekidna i dva puta
diferencijabilna funkcija vremena, jenacina (2.9) predstavlja konacnu
Jednacina kretanja tacke po putanji ili zakon kretanja tacke po putanji.
Krivolinijsku koorinatu s = s(t) treba razlikovati od predenog puta S tacke M
po putanji. Vodec¢i racuna o tome, pri izraCunavanju predenog puta u nekom
intervalu vremena od t1 do to, cio interval vremena se rastavlja na manje
intervale Ati u kojima tacka ne mijenja smjer kretanja. Neka su u tom sluéaju
odgovaraju¢e promjene linijske koordinate u vremenskim intervalima Ati
oznacene sa 4Si. Ukupan predeni put S tacke je uvijek pozitivan i odreduje se
kao,

S = Y lAsl. (2.10)
Primjenom grani¢nog procesa, kod koga svi prirastaji 4si teze nuli, ukupni
predeni put tacke moze se odrediti kao

. t2
§ = lim S lsil = [} 1ds. (2.11)

2.2. BRZINA TACKE
Jedna od kinematickih velicina, koja karakterise kretanje, je i brzina tacke.
Ovdje ¢e biti prikazani nac¢ini odredivanja brzine tacke pri razli¢itim
postupcima definisanja kretanja.

2.2.1. Vektorski postupak odredivanja brzine tacke
Ako se kretanje tatke M odreduje vektorskim postupkom, onda je kretanje
tacke u potpunosti odredeno ako je vektor polozaja tacke M poznata funkcija
vremena, odnosno 7 = 7(t). Vektor brzine tacke karakteriSe promjenu vektora
polozaja u svakom trenutku vremena.
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z A
Posmatrajmo dva polozaja tacke na
putanji, polozaj M i Mz (sl.10), koji
odgovaraju vremenskim trenucima t i
ti=t+4t kretanja tacke. Veli¢ina At je
kona¢ni vremenski interval u kome
tacka prede iz polozaja M u polozaj My,
a vektor poloZaja se promijeni za A7.
Veli¢ina 47 naziva se vektorski
prirastaj vektora polozaja 7 tacke M u
X posmatranom vremenskom intervalu.

sL.10. Vektor srednje brzine ., definise se

kao odnos vektora prirastaja i njemu odgovarajuceg prirastaja vremena:

- AT T(t+A)-T(t
By = o = HEHA0TTO tljt © (2.12)
Vektor srednje brzine ima isti pravac i smjer kao vektor A7, tj. usmjeren je u
smjeru kretanja taCke. Srednja brzina tacke u nekom interval vremena
karakteriSe promjenu vektora polozaja posmatrano za odredeni interval
vremena, tako da na osnovu srednje brzine ne mozemo nista zakljuciti o
nacinu promjene polozaja tacke unutar intervala At. Ukoliko je posmatrani
interval vremena At manji, utoliko srednja brzina preciznije pokazuje
promjenu poloZaja tacke u toku vremena.

Vektor brzine tacke v, u datom trenutku vremena t, je veli¢ina kojoj tezi
vektor srednje brzine tacke kada interval vremena At tezi nuli, tj. jednak je
prvom izvodu vektora polozaja tatke po vremenu, tj.

A7 _ df

v=1lim7v, =lim=—=—=7¢ (2.13)
At—0 At—0 At dt

Posto je vektor Vs, usmjeren duz vektora pomjeranja, to kada interval At — 0
ondai A7 - 0, tj. tatka M1 postaje beskonacno bliska tacki M, odnosno u
grani¢nom sluéaju poklapa se sa tatkom M. Pravac vektora A7 tezi pravcu

vektora tangente T na putanju u tacki M.

10
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Iz ovog slijedi da, vektor brzine tacke ¥, u datom trenutku vremena
ima pravac tangente na trajektoriju u odgovarajucoj tacki, a usmjeren je u
smjeru kretanja tacke.

Vektor brzine tacke pri proizvoljnom kretanju karakteriSe tokom
vremena promjenu vektora polozaja tacke po intezitetu, pravcu i smjeru.
Intezitet vektora brzine ¥, jednak je intezitetu prvog izvoda vektora polozaja
po vremenu,

o
V| = |5
dt

a nije jednak,
L, dlf|
|v| # rl

Pa tako recimo, pri kretanju tacke po kruznoj putanji, intezitet vektora

L . d|F . o .

polozaja je |F| = const, pa je % = 0. Medutim, kako se mijenja pravac i
smjer vektora polozaja onda je brzina tacke razlicita od nule.

Ako se tacka krece tako da se vektor brzine mijenja po pravcu, onda
taCka vrsi krivolinijsko kretanje, a ako je vektor brzine tokom vremena
konstantnog pravca, onda tacka vrsi pravolinijsko kretanje.

Ako se tacka krece tako da je vektor brzine konstantnog inteziteta, za takvo
kretanje kazemo da je ravnomjerno. U suprotnom je kretanje promjenjivo.
Dimenzija kojom se izrazava brzine je,

[v] =LT™?!
Jedinica, kojom se izraZzava intenzitet brzine tacke je odnos jedinice duZine i
m
S

vremenske jedinice, tj. [ ]

2.2.2. Analiti¢ki (koordinatni) postupak odredivanja brzine tacke

a) Brzina tacke u Dekartovim koordinatama
Neka je kretanje tacke M zadato u Dekartovim koordinatama x(t), y(t)
i (t), tada polozaj proizvoljne tacke M mozemo napisati u vektorskom obliku

7 =7(t) = x(O)T+ y()] + z(Dk.

11
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Vektor brzine v, tactke M, jednak je
prvom izvodu vektora polozaja po
vremenu, a sobzirom da je vektor
polozaja izrazen preko Dekartovih
koordinata i imaju¢i u vidu da su
jedini¢ni vektori konstantni i da je
njihov izvod po vremenu jednak nuli,
slijedi da je,

—)_d_?_i - - '
- v =—=—(xT+yj+zk),
sl 11
odnosno,
—)_d_X—) d_y—> g_’= Oh=d O=d i
v—dtl+dt]+dtk XU+ y]+ zZk (2.14)

Sada, projekcije vektora brzine tacke, na ose nepokretnog Dekartovog
koordinatnog sistema (sl.11.), mozemo napisati u obliku,

Uy =X
v, =y (2.15)
v, =72

Intezitet vektora brzine tacke u Dekartovim koordinatama mozZe se odrediti

kao,
V| = v =x%+ y2+ 22 (2.16)

b) Brzina tacke u polarnim koordinatama

' Da bismo odredili brzinu tacke M
kada se ona krece u ravni, preko
polarnih koordinata r=
r(t), ¢ = @(t), uvodimo u
analizu  jedini¢ni  vektor 7
usmjeren duz potega r i jedini¢ni
vektor p, normalan na taj poteg
(sl.12)).

12
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Vektor poloZaja tatke M, moZzemo napisati kao 7 = r 7 .
Tada je, vektor brzine tacke M odreden prvim izvodom vektora
polozaja tacke po vremenu i moze Se napisati u obliku,

-

dr d
(ro) d:ro +r% (2.17)

dr
dt

V=
Jedini¢ni vektori 7} i P, mijenjaju svoj pravac pri kretanju tacke M, te su i oni
promjenjive veli¢ine U vremenu. Da bi smo nasli izvode tih jedini¢nih
vektora, mozemo ih izraziti preko jedini¢nih vektora 7 i J nepokretnih osa

Dekartovog koordinatnog sistema O, i 0, i polarnog ugla ¢, kao

Ty = LCOSQ + Jsing

- - . - (218)
Do = —LSing + jcose
Izvodi po vremenu ovih jedini¢nih vektora su:
dr, L, de
— = (Fising +1605<p) =Po 7, = Po¢
(2.19)
% = —(Icose + Jsin ) d(p =—7 ¢
dt @ Tjsing 7o dat 09
Sada vektor brzine tacke ima oblik,
ﬁzaz—( ro)——r0+r;=rr0+r¢p0—vr+vp (2.20)

Odnosno, projekcije vektora brzine posmatrane tatke na ose polarnog
koordinatnog sistema su,

V=T — radijalna brzina tacke (2.21)
v, =T  —poprecna (transverzalna, cirkularna) brzina tacke

Intezitet brzine tatke M u polarnim koordinatama odreden je sa:

v = v +vZ =12 +r2p? (2.22)

13
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c) Brzina tacke u polarno-cilindri¢nim koordinatama
Neka je kretanje tacke M zadato u polarno-cilindri¢nim koordinatama

(r,p,z) (sl.13).

z M
Vektor polozaja
I posmatrane tacke M, u
ﬁ | ovom sluc¢aju, moZemo
I ) napisati kao,
|
o | -
0 | 7 y fL=17y+zk (2.23)
@ Ve, A X
r Vp
—————————— Vektor brzine tacke M
X y N dreden ; mizvod
" odreden je prvim izvodom
<13 vektora  polozaja 77y,
odnosno,
G _day dop
v=—=— (rrp) + ” (zk) (2.24)

Koriste¢i se izrazem (2.20), vektor brzine proizvoljne tacke tacke M u
polarno-cilindri¢nim koordinatama, odnosno jednadinu (2.24), mozemo
napisati u obliku,

U = iy + r@Po + 2k = Uy + Uy + B, (2.25)

Sada su projekcije vektora brzine posmatrane tacke, na ose polarno-
cilindri¢nog koordinatnog sistema, odredene sa:

V=T
v, = T¢ (2.26)
v, =2Z

gdje su, v. — radijalna, v, — poprecne (cirkularna, transverzalna) i v, —
aksijalna brzina tacke.

Intenzitet vektora brzine tacke tacke M, u polarno-cilindri¢énim koordinatama,
odreden je kao

14
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v =\[vF+ V7 +VF=F2+r2@?+ 22 (2.27)

d) Brzina tacke u sfernim koordinatama

Neka je kretanje tacke M (sl.14) odredeno u sfernim koordinatama (r,p,0),
jednacinama kretanja (2.8).
Veza izmedu sfernih i Dekartovih
pravouglih koordinata odredena je
izrazima,

x = rsinfcos@

y = rsinfsing (2.28)
z = rcosf

gdje su, r=rt),p=0l)if =
6(t), poznate funkcije vremena.
Kada nademo prve izvode po vremenu
sl 14. jednacina (2.28), dobijemo,

v, = X =1Ssinfcos@ + rcosfcosp — r@sinfsing
vy, =y = 7sinfsing + r¢cosfsing — rfsinbcose (2.29)

v, = Z =1c0os6O —rlsinf

Uvrstavanjem vrijednosti (2.29) u formulu za ukupnu brzinu tacke v =

JV? + vy% + 1,2, moZe se pokazati da je, intenzitet brzine tacke izrazen
preko sfernih koordinata (sl.14), odreden sa

v+ Vi +vh = \/7’“2 + (r¢sin@)? + (r6)? (2.30)

gdje su projekcije vektora brzine, na ose sfernog koordinatnog sistema,

v, =1 - radijalna brzina tacke,

v, = r@sinb — poprecna (cirkularna, transverzalna) brzina tacke,
Uy, = 10 — meridijalna brzina tacke.
15
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2.2.3. Brzina ta¢ke u prirodnom postupku odredivanja kretanja
Za odredivanje brzine tacke u prirodnom postupku odredivanja
kretanja, potrebno je poznavati putanju tacke i zakon kretanja tacke po putanji

s = s(t) (sl.15).

z
s Uo¢imo dva uzastopna
S As polozaja tacke na putanji M
7 iy i Mg, Kkoji odgovaraju
Mo M ~ trenucima vremena t i ti
s Vrijednosti  krivolinijske
koordinate u tim tatkama su
r S i si, odnosno vektori
polozaja tacke su 7 i ] =
o 7 + A7. Po definiciji, vektor
y  srednje brzine tacke

odreden je izrazom,

_t

sl.15.

5 A7 A7 As
Vep = — = —— 2.31
St At As At ( )

a vektor brzine tatke M, odnosno vektor brzine tacke u datom trenutku
vremena je,

5 . AP A7 As
v=Ilim—=l]lim (——) = lim — lim — = —
At—0 At At—0 \4s At As—0 A4S At—0 At ds dt
As—0

A7 . As _ dPds

(2.32)

Kako je |A7| duzina duzi MM, a As ekvivalentni luk MM, to je

AT d
As

. 7
lim
ds

As—0

o

Iz predhodnog slijedi da je % jedini¢ni vektor. U grani¢nom polozaju kada

As — 0, tacka M se poklapa sa tackom M;, te je vektor % jedini¢ni vektor
tangente i usmjeren je u stranu porasta krivolinijske koordinate s, pa je
moguce napisati

16
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ar =
==7 (2.33)

gdje je T jedini¢ni vektor tangente.

Koriste¢i izraze (2.32) i1 (2.33), brzinu tacke u prirodnom postupku
definisanja kretanja mozemo napisati u obliku

=T =T (2.34)
Intezitet brzine taCke odreden je apsolutnom vrijednoS¢éu prvog izvoda
krivolinijske koordinate s po vremenu:
ds
m
pa je vektor brzine tatke moguce napisati i kao,

U] =

b=v,T=2T=3T (2.34.2)
Projekcija vektora brzine tatke ¥ na pravac tangente na putanju tacke,

jednaka je prvom izvodu po vremenu krivolinijske koordinate i ima znak plus
ili minus u zavisnosti od smjera kretanja tacke (sl.16).

A%

sl.16.

Ako je intezitet brzine tacke poznata funkcija vremena v = v(t), tada je
moguce odrediti krivolinijsku koordinatu s, kao

s=] Z v(D)dt + s, (2.35)

t
gdje je s, vrijednost krivolinijske kordinate u pocetnom trenutku vremena
to =0.

17



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

Ovdje treba razlikovati vrijednost krivolinijske koordinate s u datom
trenutku vremena t i predeni put tacke u vremenskom intervalu (0,t). Posto u
opStem slucaju tatka moze da mijenja smjer kretanja po trajektoriji, predeni
put tacke u posmatranom intervalu vremena (0,t) odreduje se kao zbir duzi
krivolinijske koordinate s koje tac¢ka prelazi ne mijenjajuci svoj smjer. Tako
da se predeni put tacke S,, moZe odrediti izrazom,

Sp =|s1 = sol +[sz = s1| + -+ |s — 5] (2.36)
gje su Sq,Sy,.....,S, vrijednosti krivolinijske koordinate s u trenucima
vremena tq, ty, ....., t,, u kojima brzina tacke mijenja znak.

2.2.4. Sektorska brzina tacke
Neka je kretanje tatke M zadato vektorom polozaja 7 = 7(t). Pri

kretanju tacke vektor polozaja 7 = oM opisuje odredenu povrsinu sa vrthom
u tacki O (sl.17.). Kao i pri definisanju brzine tacke u predhodnim
razmatranjima, uo¢imo dva
bliska polozaja tacke M:
poloZaj u kome se tacka nade
u trenutku t, koji je odreden
M vektorom polozaja 7(t) i
i polozaj u kome se tacka nade
u trenutku t; = t + At i koji
je odreden vektorom
polozaja 7 =7(t;) =7+
O Yy AR

<i

Mi

j22l]
=

Kako je interval vremena At
sl.17. mala veliCina, moze se
smatrati da je povrSina sektora AA, koju za to vrijeme “prebrise” vektor

polozaja 7, ravna. Ona moze da se predstavi vektorom, &iji je intenzitet sa
dovoljnom tacnosc¢u, jednak povrsini trougla AOMM;.

18
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Koriste¢i osobine vektorskog proizvoda dva vektora, moze se pisati A =

%(? x A7). Srednja sektorska brzina definise se kao,

> A 1,5 AP
SST_E_E(rXE)'

Grani¢nim prelazom, kada At — 0 dobije se sektorska brzina tacke u datom

trenutku vremena, tj.:

2 M1 5 o
S_AI%%A_t_Erxv (237)

gdje je 7 vektor polozaja tacke, a U brzina tatke M.

Intenzitet sektorske brzine, jednak je intenzitetu vektorskog proizvoda,
odreden relacijom (2.37), brojno je jednak polovini povrSine paralelograma
konstruisanog nad vektorima 7 i ¥, odnosno

S| = % - |B|sin &(7, V) (2.38)

Zamjenjujuéi u formulu (2.37) izraz za vektor brzine tacke, Koji mozemo
napisati kao

dr
dt

>
v =

vektor sektorske brzine, moze se izraziti kao

§=lpxd_d4 (2.39)
2 t dt

gdje je

Prema tome, vektor sektorske brzine S, upravan je na ravan vektora 7
i d7, a intenzitet mu je jednak polovini povrsine paralelograma konstruisanog
nad vektorom poloZaja 7 i vektorom pomijeranja d7 tacke (sl.17). Na osnovu
ovoga, slijedi da je sektorska brzina ustvari brzina promjene povrsine u
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jedinici vremena koju opisuje vektor polozaja 7 pri kretanju tacke. Jedinica

2
kojom se izrazava intenzitet sektorske brzine je [mT]

Ako vektorski proizvod vektora polozaja 7 i vektora brzine v
napiSemo u obliku determinante i izrazimo preko Dekartovih pravouglih
koordinata, odnosno izvoda tih koordinata po vremenu, dobi¢emo vektor
sektorske brzine u obliku:

= 1. - 1 i) j E
S§=-Fxv=-|x y z| 0dnosno
X y z
§ =z —z9)i+ (zx — x2)] +35 (xy — yOk (2.40)

Iz izraza (2.40) jasno se uocavaju i projekcije vektora S na ose Dekartovog
pravouglog koordinatnog sistema.

Takode, za slucaj kretanja tacke u ravni, posto je sektorska brzina u
stvari brzina promjene povrSine koju opisuje poteg pri kretanju tacke,
intenzitet sektorske brzine moze se iskazati 1 kao,

—d4_1l2de 1.2,
S—dt—zr i (2.41)

2.2.5. Hodograf vektora brzine tacke

Posmatrajmo proizvoljno krivolinijsko kretanje tacke M 1 uo¢imo
nekoliko polozaja tacke na putanji sa odgovaraju¢im vektorima brzine tacke
(sl. 18.a). Ako sve vektore brzina pokretne tatke M prenesemo iz jedne
nepokretne tacke 0,, tada geometrijsko mjesto krajeva, tacke
Ny, Ny, N5 ..., N, vektora brzina odreduje krivu koja se naziva hodograf
vektora brzina pokretne tacke. (sl. 18Db).
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z ¢
Vi
M
./ 7.
1 ra A
I3 .
Vi
Vi
o o N1
/ V2
P Y pa 7
X // é // ‘T’z N2
// - N3
a) b)
sl.18.

Na osnovu konstruisanog hodografa vektora brzine pokretne tacke
moguce je izmjeriti promjenu pravca i intenziteta vektora brzine pokretne
tacke, a isto tako zakljuciti o karakteru kretanja tacke. Na primjer, ako se
tacka krec¢e pravolinijski konstantnom brzinom, hodograf brzine tacke je
samo taCka, a ako se tacka kre¢e kostantnom brzinom po ravnoj krivoj,
hodograf brzine je krug sa polom u sredistu kruga.

Konstrukciju hodografa vektora brzine pokretne tatke moguce je
izvr§iti i na taj nacin §to se iz izraza za projekcije vektora brzine na Dekartove
ose, jednaéine (2.15), eliminiSe vrijeme t i tako dobijena kriva linija
predstavlja hodograf vektora brzine.

Na osnovu hodografa vektora brzine pokretne tacke, posto su ose
O1¢y¢ izabrane tako da su paralelne osama O, (sl.18), to su koordinate tatke
N na hodografu brzine jednake projekcijama vektora brzine na ose
Dekartovog koordinatnog sistema, tj.

§ = fl(t) = Uy
n=rf@E =y (2.42)
( = f3(t) =1

pa se ove jednacine mogu razmatrati kao parametarske jednacine hodografa
vektora brzine pokretne tacke.
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2.3. UBRZANJE TACKE

Kinematicka velicina koja karakterise promjenu brzine tacke tokom
kretanja naziva se ubrzanje tacke. Ovdje ¢e biti prikazani postupci
odredivanje ubrzanja tacke pri razli¢itim postupcima definisanja kretanja.

2.3.1. Vektorski postupak odredivanja ubrzanja tacke
Vektor ubrzanja a karakteriSe promjenu vektora brzine ¥ tatke M u
svakom trenutku vremena.
Neka se u trenutku vremena t
tacka nalazi u polozaju M, koji je
odreden vektorom polozaja 7 i
neka ima brzinu ¥, a u trenutku
vremena t; = t + At tacka je u
polozaju M1 i ima brzinu v, =
¥ + 47 (s1.19). Ovo znaci da je, u
vremenskom intervalu At, vektor
/ y  brzine tacke dobio vektorski
/ prirastaj AV =v; — v, koji

karakteriSe promjenu vektora
brzine po pravcu i intezitetu. Ako
u tacki M prenesemo paralelno vektor brzine ; i konstruisemo paralelogram
u kojem je vektor v, dijagonala a jedna stranica paralelograma je v, onda je
druga stranica vektorski prirastaj Av brzine v. Dijeljenjem vektora AV sa
intervalom vremena At, dobi¢emo srednje ubrzanje tac¢ke za interval vremena
At, $to mozemo napisati kao

sl 19.

asr _4v _ v(t+A4t)—-V(t) (2.43)

At ti—t

Vektor srednjeg ubrzanja tacke, utoliko tacnije odraZzava promjenu
vektora brzine, ukoliko je manji interval vremena At.
Vektor ubrzanja tacke, u datom trenutku vremena za grani¢ni slucaj,
dobijamo kada At — 0, kao
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> . . AV av 5
d=limd, =lim—=—=7v 2.44
At—0 ST At—0 At dt ( )

Kako je vektor brzine tacke jednak izvodu po vremenu vektora polozaja
tacke, moze se napisati da je vektor ubrzanja tacke jednak

dt

av _ d (d?) _d*F (2.45)

ad=—=— =47
dt dt dt?

Vektor ubrzanja tatke u datom trenutku vremena jednak je prvom izvodu
vektora brzine tacke po vremenu, ili drugom izvodu vektora polozaja tacke
po vremenu.

U opstem slucaju krivolinijskog kretanja tacke vektor ubrzanja
karakteriSe promjenu vektora brzine tacke tokom vremena po intezitetu,
pravcu i smjeru. Iz ovog slijedi da je ubrzanje tacke jednako nuli samo kada
je brzina tacke tokom vremena konstantna po pravcu i intezitetu, tj.u slucaju
ravnomjernog pravolinijskog kretanja.

Intezitet vektora ubrzanja jednak je intezitetu izvoda vektora brzine po
vremenu:

jal =[] (2.46)
a nije jednak:
ja| = 2
at’

Upravo ovo mozemo uoditi na primjeru krivolinijskog kretanja, kada je brzina

« . . N . d|p
tacke konstantana po intezitetu |v| = cons. pa je %
vektor brzine mijenja po pravcu u ovom sluéaju je ubrzanje tacke razli¢ito od
nule.

Na osnovu definicije ubrzanja slijede i njegove dimenzije:

= 0. Medutim posto se

[a] = LT™2
Jedinica, kojom se izrazava intenzitet ubrzanja tacke je odnos jedinice duZine

I kvadrata vremenske jedinice, tj. [s%]
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2.3.2. Analiti¢ki (koordinatni) nacin odredivanja ubrzanja tacke

a) Odredivanje ubrzanja tacke u Dekartovim koordinatama

Neka je kretanje tatke M zadato u Dekartovim koordinatama x=x(t),
y=y(t) i z=z(t) (sl.20). Ako vektor polozaja proizvoljne tacke M napiSemo u
vektorskom obllku 7 =70t) =x@®)T+y@t)]+ z(t)k tada je vektor brzine
tacke definisan kao prvi
izvod po vremenu vektora

-

v s - ar
polozaja, odnosno v = s

X7+ y] + k.
Polaze¢i od definicije za
ubrzanje tacke, mozemo
napisati,

L _

dat  dt?’

Dvostrukim diferenciranjem
vektora polozaja 7 po
vremenu dobi¢emo,

X s1.20.

i=C =L (it yi+ik) =21+ 27+ L =i+ i+ 2k (247)

gdje su 7,7 i k jediniéni vektori Dekartovih koorinatnih osa.

Projekcije vektora ubrazanja tatke na ose nepokretnog pravouglog
Dekartovog koordinatnog sistema jednake su drugim izvodima po vremenu
odgovarajuc¢ih koordinata pokretne tacke, $to mozemo napisati u obliku:

a, =X
a, =y (2.48)
a, =7z

Intezitet vekrora ubrzanja tacke u Dekartovim koordinatama, odreden je

izrazom,
ld| = a = /%2 + y2% + 22
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b) Ubrzanje tacke u polarnim koordinatama
Neka je kretanje tacke u ravni odredeno polarnim koordinatama r =
r(t) i @ = @(t). Da bi odredili ubrzanje tatke u polarnim koordinatama,

podimo od izraza za vektor brzine tacke izrazen u polarnim koordinatama,
dr — d(p —_—

V=—7,+1r—p,.
v dt0+ ac Po
Yy
a
dp
&
N °© ar
-~ J r M
po -
° Io (]
O —
i X
sl.21.

Difrenciranjem vektora brzine ¥ po vremenu, dobi¢emo vektor ubrzanja
tacke u obliku

Ad=—=—|=T+7r—
0 at Po

av _ d (dr_> do _>)
dt ~ dt \dt

odnosno,

7o d*p —, do dpg
— T +__+__p0+rﬁp0+rad_to (249)

Koriste¢i se formulom (2.19), prema kojoj su izvodi jedini¢nih vektora dati
sa,
drg _dep_, dpy,  do_,

=——")

dt _ aePY ar T ae
jednacina (2.49) moze se napisati u obliku,

d*r drdep _, drde_, d?¢_, dede_,

To Po"‘r_dtz PO—TEETO

=gt et war

odnosno,
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> |a*r . rde d’ dr do
a—[— r(dt) r0+(rdt2+2dtdt)p0

Sada se vektor ubrzanja tacke u polarnim koordinatama moze napisati u
obliku,
a={F—re?)rn+ @d +2r9)p, = d, + d, (2.50)

Projekcija vektora ubrzanja, na osu duz potega r, jednaka je

a, =¥ —re? (2.51)
I naziva se radijalno ubrzanje tacke.
Projekcija vektora ubrzanja, usmjerena upravno na poteg r, jednaka je

. .o _1d . 5.

ap =71¢ +21) = ~— (reg) (2.52)
I naziva se poprecno, cirkularno ili obrtno ubrzanje tacke (sl.21).
Intezitet vektora ubrzanja tacke u polarnim koordinatama odreden je sa,

ld| = a=,/aZ + a2 (2.53)
Razmotrimo poseban slucaj odredivanja brzine i ubrzanja u polarnim
koordinatama ako se tacka krece po kruznoj putanji potega r (sl.22).

Ako polozaj tacke mjerimo od centra kruga, onda je r=const., pa je

r=1r=20
U ovom slucaju, radijalna brzina tacke jednaka je nuli, odnosno tada je
. dr —0
T

M a brzina tafke jednaka je poprecnoj
komponenti:

U =vpPg = TPPo
Koristec¢i se formulom (2.50), za slucaj da se
tatka kre¢e po kruznoj putanji r=const.,
vektor ubrzanja tacke je:

d=d,+d, =-r¢*r, +rdp,

s1.22.
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odnosno, inteziteti vektora radijalne i popreéne komponente ubrzanja pri
ovom Kretanju su,

Id)rl =ar = r(pbz

|dp| = ap =7¢
Radijalna komponenta ubrzanja a, usmjerena je ka centru O, dok je popre¢na
komponenta ubrzanja d,, usmjerena duz tangente na kruznu putanju (sl.22).

¢) Ubrzanje tacke u polarno-cilindri¢nim koordinatama
Neka je kretanje tacke u prostoru
odredeno polarno-cilindri¢nim
koordinatama,

r=r(), ¢=¢), z=z()
Ubrzanje tacke u polarno-
cilindri¢nim koordinatama

mozemo odrediti ako izrazu za
ubrzanje tacke u polarnim
koordinatama, odredeno
jednadinama (2.51) i (2.52),
dodamo i projekciju ubrzanja po
osi Oz, tj. a, = Z. Na taj nacin, projekcije vektora ubrazanja tacke u polarno-

cilindri¢nim koodrinatama mozemo napisati kao, (sl.23)

a, =¥ —re?
a, =re+27¢ (2.54)
a, ==z
Odnosno, vektor ubzanje tacke, u polarno-cilindri¢nim koordinatama, moze
se napisati u obliku

d = (F— o)+ (ro+ 27@)pg + 2k (2.55)
Intenzitet vektora ubrzanja, u polarno-cilindri¢nim koordinatama, odreden je
izrazom,

a=\Ja, 2+ a,>+a,2=F—-rp22+ (rd +2r¢)2 +72  (2.56)
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Do ovog izraza za ubrzanje taCke, u polarno cilindri¢énim
koordinatama, mogli smo do¢i i koristeci vezu tih koordinata sa Dekartovim
koordinatama. U tom slu¢aju, mozemo pisati

X = 1cosQ
y = rsing (2.57)
z=2z

odnosno,
Uy = X =1C0SQ — rQsing
vy, =y =7TcoSQ + r@cosp
v, =2Z
pa su tada projekcije ubrzanja tacke,

a, = ¥ = ¥cosQ — F@cos@p — r@sing — r@sing — r@p?cose

a, = J = 'sing — r@cosQ — rosing — rycosp — r@*sing (2.58)
a, =172

Intenzitet ubrzanja tacke odreden je sa a = m, odnosno,

a=+F—1¢p2)2+ (r$ + 21)2 + 2 = \/arz + ay? + a,?

§to je ustvari indeti¢no sa izrazom (2.56).

d) Ubrzanje tacke u sfernim koordinatama
Neka je kretanje tatke zadato u sfernim koordinatama: r =r(t), ¢ =
. p(), 6= 06(t). Ubrzanje tacke u

2 - sfernim koordinatama, mozemo odrediti,

U koriste¢ci vezu ovih koordinata sa

N \M Dekartovim pravouglim koordinatama.

Polaze¢i od veze izmedu Dekartovih

pravougaonih i sfernih koorinata,

X = rsinfcosp
e ' y = rsinfsing (2.59)
X

sl.24. Z = rcos6
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Dvostrukim diferenciranjem ovih jednacina i zamjenom u formulu

a=.%*+y+7
mozemo odrediti intenzitet ubrzanja tacke izrazen preko sfernih koordinata,
kao:

a=.at+aj+aj (2.60)

Moze se pokazati da su projekcije vektora ubrzanja posmatrane tacke, na ose
sfernog koordinatnog sistema, odredene kao, (sl.24)

a, = —re?sinf —r6?  —radijalno ubrzanje
a, = r0 + 2r0 — r¢p?sinfcos® —poprecno(cirkularno)ubrzanje  (2.61)
a,, = ¥sinb + 27 @sind + 2rphcoso - meridijalno ubrzanje

2.3.3. Prirodni nacin odredivanja ubrzanja tacke

Neka je poznata putanja tacke po kojoj se krece tacka M (sl.25).
Uocimo dva bliska polozaja tacke M: polozaj u kome se tacka nade u trenutku
t, koji je odreden luénom koordinatom s = s(t) = OM, ¢&iji je jedini¢ni vektor
tangente na putanju Ti poloZaj u kome se tacka nade u trenutku t;, koji je
odreden luénom koordinatom s; = OM; = s + As, &iji je jediniéni vektor

— —

T,=T+ AT. Grani¢ni polozaj ravni koju formiraju ova dva vektora, kada
tacka M, tezi tacki M, naziva se oskulatorna ravan prirodnog trijedra u tacki

M prostorne krive. Upravno na jedini¢ni vektor tangente T nalazi se normalna
ravan prirodnog trijedra u tacki M. Presjek oskulatorne i normalne ravni
odreduje pravac glavne normale ¢ije je jedini¢ni vektor N, koji je usmjeren
na konkavnu stranu krive. Upravno na ove dvije ravni nalazi se
tangencijonalna (rektrifikaciona) ravan prirodnog trijedra. Presjek normalne

1 tangencijonalne ravni odreduje pravac binormale cije je jedini¢ni vektor B,
(sl.25).

Prema tome, pravougli koordinatni sistem odreden jedini¢nim
vektorima T, N i B, obrazuje prirodni trijedar kunstruisan u tacki M i svakom
polozaju tacke na trajektoriji odgovara poseban prirodni trijedar.
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Rektifikaciona
ravan

=
=

5

Oskura
Favan ID”%_\

sl.25.
Da bismo odredili projekcije vektora ubrzanja tacke na koordinatne
ose prirodnog trijedra, podimo od izraza za brzinu tacke u prirodnim
koordinatama,

—

v=v;T
gdje je vp = g, pri ¢emu je krivolinijska koordinata s = s(t) poznata
funkcija vremena.
Diferenciranjem vektora brzine po vremenu, vodeéi racuna da su
veligine v i T promjenjive funkcije vremena, dobi¢emo:

d dt_ (T)_—T+ (2.62)

Dakle, vektor ubrzanja tacke odreden je vektorskim zbirom dvije komponente
ubrzanja, jedna je usmjerena duz tangente T na putanju tacke a druga

=3

.. daT
komponenta ubrzanja ima pravac vektora e
at . = . v e e e .
Pravac vektora = normalan je na vektor T, §to lezi u ¢injenici da je

. . dT . = . .
skalarni proizvod vektora il T jednak nuli, odnosno

dT _, .
2 T——t(T-T)=O
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. ye . ve e . . . ye . . v 4
Imaju¢i u vidu ovu ¢injenicu i znajuci da pri kretanju tacke vektor T

, . . . dT
skrece ka konkavnoj strani, tako da je pravac vektora —; U pravcu normale

—

N, pa mozemo pisati
C=Z|N (2.63)
Da bismo odredili intenzitet izvoda vektora 0 posmatrajmo vektorski

prirastaj AT jedini¢nih vektora Ti T1 (sl.25).

Ugao A8 izmedu jedini¢nih vektora Ti 7‘; tangenti na putanju u
dvjema bliskim tatkama M i M; naziva se ugao zakrivljenja ili ugao
kontigencije. Odnos ugla zakrivljenja A8 i odgovaraju¢eg luka MM, = As,
oznadimo sa K, nazivamo srednjom krivinom krive na dijelu MM;,

AG
KST == A_S (264)

Grani¢na vrijednost srednje krivine Krive je,

lim K, = lim 2 =% = (2.65)
As—0 As—0 As ds

naziva se krivina krive u datoj tacki. Recipro¢na vrijednost krivine krive

R, =-— (2.66)
naziva se polupreénik krivine krive u datoj tacki. Duz MC = R, nanijeta na
glavnoj normali u konkavnu stranu putanje odreduje tacku C koja se naziva
centar krivine krive.

Intenzitet vektora AT, iz jednakokrakog trougla AMAB, moze se
napisati u obliku

|AT| AB = 2|T|sm— = 2sin ﬁ (2.67)

imajucu u vidu da je intenzitet jedinicnog vektora |T| = |?1| =1.

Ako obrazujemo koli¢nik intenziteta vektora AT i intervala vremena At,
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|AT’| sin& sin& 49
P NP e N
At At A0 At
2
i kada predemo na grani¢nu vrijednost, dobi¢emo
T T sin—
|d—T = lim |d—T =2 lim A—Qzlimﬂ.
dt At—0 ldt AG—0 - At—0 2At
Kako je,
. AB
lim o2 =1
AB—0 %
slijedi da je,
|ﬂ — 499 (2.68)
atl = dt

Koriste¢i se formulama (2.65) i (2.66), predhodni izraz se moZe napisati u

obliku,

dT| _dé déds ds 1 v

[l == FE=a (2.69)
odnosno, konaéno se dobije da je:

aT aT| = v o2

-—ﬂ—Nz—N (2.70)

dt dt Ry

Uvrstavanjem vrijednosti (2.70) u jednacinu (2.62), dobijamo vektor ubrzanja
tacke, u prirodnom postupku definisanja kretanja, kao:

i=2T+=N (2.71)

Prema tome, vektor ubrzanja tacke u prirodnom postupku definisanja
kretanja, odreden je vektorskim zbirom dvije komponente ubrzanja, od kojih
Jje jedna usmjerena duz tangente na putanju tacke, a druga komponenta duz
glavne normale.

Takode mozemo zapaziti da, vektor ubrzanja tacke d lezi u ravni vektora Ti
N, tj. u oskulatornoj ravni, pa je projekcija ubrzanja na pravac binormale
jednaka nuli, odnosno ag = 0.
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Projekcija vektora ubrzanja (sl.26.), usmjerena duz tangente, naziva
se tangencijalno (tangentno) ubrzanje tacke, i ono je jednako:

S i
r="t=""=4 (2.72)

a projekcija vektora ubrzanja usmjerena duz normale, naziva se normalno
ubrzanje tacke, i 0no je jednako:

i (2.73)

Tangencijalno ubrzanje
karakteriSe promjenu brzine
taCke po intezitetu, a normalno
ubrzanje karakteriSe promjenu
pravca vektora brzine.

Kada je poznato tangentno i
normalno  ubrzanje  tacke,
ondaje intenzitet ubrzanja
odreden obrascem,

sl.26.

_ [2 T _ (), (v
a=.af+ay= (dt) + (Rk) (2.74)
Ugao koji vektor ubrzanja a gradi sa pravcem glavne normale, odreduje se
formulom

tga = larl (2.75)

an
Razmotrimo poseban slucaj kretanja tacke po kruznoj putanji polupre¢nika r
(sl.27).
Pri kretanju tacke po kruznici, prirast lu¢ne koordinate ds Koji opise
pokretna tacka moze se iskazati proizvodom polupreénika r kruZnice 1
prirasta ugla de koji je u opstem slucaju funkcija vremena ¢ = ¢(t), kao

ds=rde
odnosno, vrijednost krivolinijske koordinate s u ovom sluéaju je,
S=re.
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Kako je polupre¢nik zakrivljenosti kruznice r = const, onda je projekcija
vektora brzine na tangentu jednaka,

_ds_ d(p_ .
= Tae ¢

Vektor ubrzanja tacke je,

—

2 —
N =r$T + r@?N.

|

+

<

Odnosno, tangentno i normalno
ubrzanje tacke je:

ar =rp

ay = r¢2.

Treba napomenuti, da brzina i
ubrzanje tacke ne zavisi od izbora
postupka odredivanja kretanja, ve¢ od
prirode kretanja tacke, $to je odredeno
kona¢nim jednac¢inama kretanja tacke.
Tako na primjer, kada se tacka M
krece u ravni (sl.28.), pravac, smjer i

sl.27. intezitet vektora ubrzanja ostaje isti
bez obzira na izbor postupka kojim odredujemo kretanje.

3 [\
, _

Ii
dy /
a,
2|/ g
(75 \ / - - d-
-
~Mo \\ / "
> \|'/~
Sz, =
(z’f ) —- T s
O dr
s
sl.28.
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2.3.4. Klasifikacija kretanja tacke prema njenom ubrzanju
Kretanje tacke moze se Klasifikovati zavisno od tangencijonalnog i
normalnog ubrzanja tacke u nekom posmatranom inervalu vremena.

a) Pravolinijsko kretanje tacke
Tacka vrsi pravolinijsko kretanje u nekom intervalu vremena ako joj je

normalno ubrzanje jednako nuli (ay = 0). Ovaj zakljucak slijedi iz ay =
2

;— = 0, odnosno slijedi da je polupre¢nik krivine putanje Rj, = co. S obzirom
k

na svojstvo normalnog ubrzanja, slijedi da vektor brzine tacke u posmatranom
intervalu vremena ne mijenja pravac.

Ukupno ubrzanje tacke pri pravolinijskom kretanju jednako je
tangencijalnom ubrzanju tj. @ = d; i zavisno od tangencijalnog ubrzanja
mogu da nastupe sljedeci slucajevi:

1) Ako je u nekom intervalu vremena ay = 0 i a; # const, tacka vrsi
neravnomjerno pravolinijsko kretanje.

Ako je u nekom intervalu vremena ay = 0 i ar = const # 0, tacka vrsi
jednakopromjenljivo  odnosno ravnomjernopromjenljivo  pravolinijsko
kretanje.

Zavisno od smjera vektora v i ay, posmatrana kretanja mogu biti ubrzana ili
usporena, i to

- akoje v- ar > 0, vektor brzine i vektor tangentnog ubrzanja su istih
smjerova, kretanje tacke je ubrzano (sl.29.),

- ako je v ar <0, vektor brzine i vektor tangentnog ubrzanja su
suprotnih smjerova, kretanje tacke je usporeno (sl.30.).

sl. 29.
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-0+ a=d: 'V -0+ V  a=a:

M M

sl. 30.

2) Ako je u nekom intervalu vremena ay =0 i a; = 0, tacka vrsi
ravnomjerno pravolinijsko kretanje.

U ovom slu¢aju je ukupno ubrzanje tacke jednako nuli (@ = 0), a vektor
brzine nepromjenljiv odnosno konstantan v = const..

b) Krivolinijsko kretanje tacke

Tacka vrsi krivolinijsko kretanje u nekom intervalu ako je normalno
ubrzanje razli¢ito od nule (ay # 0). Zavisno od tangencijalnog ubrzanja
mogu da nastupe sljedeci slucajevi:

1) Ako je u nekom intervalu vremena ay # 0 i a; # const, tacka vrsi
neravnomjerno krivolinijsko kretanje.

e Ako je u nekom intervalu vremena ay # 0 i a; = const # 0, tacka
vr§i  jednakopromjenljivo  odnosno  ravnomjernopromjenljivo
krivolinijsko kretanje.

Zavisno od smjera vektora v; i a; mogu da nastupe sljedeci slucajevi:

- ako je ¥ -ar > 0 krivolinijsko kretanje je ubrzano (ugao izmedu v i
d je ostar), (sl.31).

M q v
Qv 1o N
a

sl. 31.

- akoje v - ar < 0, krivolinijsko kretanje je usporeno (ugao izmedu ¥
i d je tup) (sl.32.).
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a) Ako je u nekom intervalu vremena ay # 0 i ar = 0, tacka vrsi
ravnomjerno krivolinijsko kretanje i tada je @ = dy.

a My

sl.32.

Sada se mogu odrediti izrazi za zakon kretanja tacke po trajektoriji
(s = s(t)) i zakon promjene brzine (v = v(t)) koji vaze za prethodno
razmatrane slucajeve kretanja tacke. Slijedi da je,

dv = ardt. (2.76)

Polazeci od toga da je poznato tangencijalno ubrzanje i da je tacka u
pocetnom trenutku (t, = 0) bilau polozaju s(t,) = s, i imalabrzinuv(t,) =
V.

Vodeéi racuna o pocetnim uslovima, nakon integracije iz jenacine (2.76)
dobija se:

v=1vy+ fot ardt, (2.77)
Sto predstavlja zakon promjene brzine pri neravnomjernom kretanju tacke.

Zakon kretanja tacke po putanji, koris¢enjem izraza (2.34) moze se
pisati u obliku

ds = vy dt. (2.78)

Nakon inegraljenja prethodne jednacine, slijedi da je,
S =35p + vTot + fot (fot aTdt) dt, (279)

Sto predstavlja zakon kretanja tacke po putanji pri neravnomjernom kretanju.
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Ako se tacka krec¢e jednakopromjenljivo, vazi ar = const, a relacije
za brzinu i zakon kretanja tacke po putanji imaju oblik,

vT ES UTO + aTt (280)
S = Sg + vt + %aTtZ. (2.81)

Graficki prikazi funkcionalnih zavisnosti (2.80) i (2.81) predstavljaju
osnovne kinemati¢ke dijagrame pri jednakopromjenljivom, odnosno
ravnomjernopromjenljivom  kretanju  tacke (sl.33). Ako je pri
jednakopromjenljivom kretanju tacke tangencijalno ubrzanje negativno, tj.
ako vazi ap = const <0, tada vaze relacije (2.80) i (2.81), osnhovni
kinematicki dijagrami imaju oblik kao $to je prikazano na slici (s.34.).

S

S dr
ar Vr
Vr

Vr

dr
/ g

sl.33. sl.34.

Ako se tacka kre¢e ravnomjerno, tada je ar = 0 i relacije za brzinu i
zakon kretanja tacke po trajektoriji imaju oblik

UT == UTO' S = SO + vTot. (282)

Osnovni kinematicki dijagrami pri ravnomjernom kretanju tacke dati
su naslici (sl.35.).
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Vr Vr

sl1.35. sl.36.
Ako je pri ravnomjernom kretanju tacke veli¢ina v, negativna, tj.
vr = const <0,

tada vaZze relacije (2.82), a osnovni kinematicki dijagrami su oblika datog na
(s1.36.).

Ako se posmatra tangencijalno i normalno ubrzanje tacke u nekom trenutku,
zapaza se da:

2
a) ako je u nekom trenutku vremena ay = 1;% = 0, to ne mora da znaci
k
da se tacka krec¢e pravolinijski, ve¢ da u tom trenutku tacka prolazi
kroz prevojnu tacku (sl.37.) ili mijenja smjer svog kretanja (v = 0);

. d .. .
b) ako je unekom trenutku a; = % = (0, to ne mora da znaci da se tacka

krec¢e jednoliko, ve¢ da u tom trenutku intenzitet brzine v dostize
ekstremnu vrijednost (sl.38.).

M g v M

- a: v
”"4.?—'—_—- -
.;_;\\\ KN
\\\ a:a\t
sl.37. sl.38.
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ZADACI
Zadatak 2.1. Vektor polozaja tatke M dat je, u odnosu na Dekartov koordinatni
sistem, sa
7= (4t>)+ (2t2 + 2)] [cm]
Vrijeme t se mjeri u sekundama.

Odrediti:

a) putanju i trajektoriju tatke M,
b) brzinu tacke M,

¢) ubrzanje tacke M.

RjeSenje:
a) Parametarske jednacdine kretanja tacke M, u Dekarotovim koordinatama,
mozemo napisati kao,
x = 4t? [cm]
y = 2t%2 4+ 2[cm]
Eliminacijom parametra t iz jednacina kretanja, dobi¢emo liniju putanje tacke M u
obliku

_Xi2
Y=3

Pocetni polozaj tacke odreden je njenim koordinatama u trenutku t, = 0 tj. M (0,2).
Porastom parametra t (vremena), iz parametarskih jednaéina, dobijaju se polozaji
tacke M u vremenu, ¢ijim spajanjem dobijamo trajektoriju tatke M (sl.2.1.).
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b) Projekcije vektora brzine tacke M, na ose Dekartovog koordinatnog sistema, su

—e=B_g
EET AT
o _dy

Uy:yzazll-t

pa se vektor brzine tacke M, moze napisati u obliku,

V=8tT+4t]
odnosno intenzitet brzine tacke M je,

cm
v= [v2+v2=164t2+ 16t2 =2V20t |—
N s

c) Projekcije vektora ubrzanja tacke M, na ose Dekartovog koordinatnog sistema, su

. d%x
a, =X = W =8
_ L _dty
AT
Vektor ubrzanja tacke odreden je sa
a=81+4]

odnosno intenzitet ubrzanja tacke je

cm
a= | +a2 = V6A+16 = 2v20 [5_2]

Zadatak 2.2. Date su kona¢ne jednaCine kretanja tatke M u Dekartovim
koordinatama kao
x =3 cos2t
y=2sint,
gdje su koordinate x i y izrazene u metrima, a vrijeme u sekundama.
Odrediti:
a) brzinu i ubrzanje tacke M u proizvoljnom trenutku vremena;

b) tangentno i normalno ubrzanje tacke M u trenutku t; = %s.
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Rjesenje:
a) Projekcije vektora brzine tacke M u Dekartovim koordinatama su

X = —6sin 2t
y=2cost
odnosno intenzitet brzine tacke, dobijamo kao

m
v=%2+y2=./(—6sin2t)2 + (2 cost)? = 2/9sin?2t + cos?t [—]
Projekcije vektora ubrzanja tacke M su,

X =—12cos2t

y=-2sint
odnosno intenzitet obrzanja tacke odreden je sa,

a=.¥2+ 32 = /(=12 cos 2t)% + (2 sin t)2 = 2v/36c0s22t + sin®t [E]

SZ
b) Tangentno ubrzanje tacke M je,

d’s dv d 1 XX +yy
3
ar = oA @t (,/x +y ) = (2%% + 2yy) = ———

v T .
S$to u trenutku vremena t; = S 1Znosu

18V3 —+/3 _ 17+/10 [E]

ar(t=t;) = V30 10 52
Sada kada smo odredili tangentno ubrzanje, a predhodno smo odredili i ukupno
ubrzanje, normalno ubrzanje tacke se dobija iz izraza

a=./ar?+ ay?

kao,
ay = as —ar~,

. T . .
i U trenutku vremena ty = ES’ 0ono 1znosli

m
an(t=ty) = Ja(t=t1)2 — =)’ = 2,85 [5—2]
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Zadatak 2.3. Date su jednacine kretanja tacke M u polarnim koordinatama sa:

r = 2e* [cm]
@ = 2t [rad].
gdje je t vrijeme i mjeri se u sekundama.
Odrediti:
a) brzinu i ubrzanje tacke M, u proizvoljnom trenutku vremena
b) polupreénik krivine putanje, u funkciji polarnog rastojanja - potega r.

RjeSenje:
a) Ako nadimo prve i druge izvode po vremenu veli¢ina r i ¢, dobijamo

7 = 8e*!, odnosno # = 32e*t
i ¢ = 2,0dnosno ¢ = 0.
Projekcije vektora brzine tatke M u polarnim koordinatama su:

v, =7 = 8e*
— o — ApAt
v, =1 = 4e
pa je intenzitet brzine tacke u funkciji vremena odreden sa

cm
v= [v?+v?=.64e8 + 168t = 2/20e* |—
p s

Projekcije ubrzanja tacke M u polarnim koordinatama su
a, =¥ —rp? = 32e* — 8ett = 24e%

ap = 1§ + 27Q = 0+ 32e** = 32¢*
odnosno intenzitet ubrzanja tacke u funkciji vremena je

a= |a+ a2 =./(24e*)? + (32e*)? = 40e* [ﬂ]

s2

b) Ako nademo intenzitet tangentnog ubrzanja tacke,
dv d
ar=—-= E(Z\/Z_Oe‘“) = 8v20e*t

normalno ubrzanje tacke je,

ay = /az — a2 = 4V20e*
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odnosno, poluprecnik krivine putanje u funkciji potega r, je
w2 (2v20e*)

_ at _
o~ N = 2V5e* =51 [cm]

R

Zadatak 2.4. Tacka C se krece po kruznici polupre¢nika R = 0,8 m po zakonu s =
2t3 — t [m], pri ¢emu se vrijeme mjeri u sekundama. Odrediti ubrzanje tacke C u
trenutku t; = 0,5 s.

Rjesenje:
Ubrzanje tacke C, pri prirodnom postupku definisanja kretanja, jednako je
vektorskom zbiru normalne i tangentne komponente ubrzanja:

(_1) = aN + aT.
Tangentno ubrzanje jednako je prvom izvodu projekcije vektora brzine na tangentu
po vremenu, odnosno drugom izvodu lu¢ne koordinate s:

_dv _ d’s m
ar=—=—5= t[s—z]

Brzina tacke C je:

v=%=6t2—1 [?]

Normalno ubrzanje tacke C je:

v? _ (6t2-1)° _ 36t*-12¢2+1

, odnosno
R 0,8 0,8

aN:

ay = 45t* — 15t% + 1,25.

U trenutku t; = 0,5 s, slijedi da je:
ary =5 [;n_z],
m
ay, = 0,3125 [5_2]
Intenzitet ukupnog ubrzanja tacke C u trenutku t; = 0,5 s iznosi:
a; = \/ale + alez\/62 + 0,31252

a, = 6,007 [Sﬂz]

44



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

Zadatak 2.5. Poluga OB, duzine OB > R, obrée se u nazna¢enom smjeru po zakonu
@ = wot [rad], gdje je w, = const. i pri tome dovodi u kretanje prsten P koji je
istovremeno namaknut na polugu OB i kruzni
obru¢ polupre¢nika R/2 (sl1.2.2). Odrediti
brzinu i ubrzanje prstena P u:

a) Dekartovim koordinatama;
b) polarnim koordinatama
¢) prirodnom postupku odredivanja kretanja

Rjesenje:

a) Polozaj prstena P, odnosno kona¢ne jednacine kretanja prstena izraZene u
Dekartovim koordinatama (sl.2.2a), su

—R+R 2 —R+R 2wgt
X = 5+50052¢ =7+ 5052w
R . :
y = Esm2<p = —sin 2wyt
y
4
O

sl.2.2.a
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Projekcije vektora brzine prstena P na Dekartove koordinatne ose O, i O, su:
vy = X = —R wgsin 2wyt
vy =¥ = R w(Cos 2wyt

Intenzitet brzine prstena P je:

v = %2 + y2 = \/(—R w,sin 2wyt)? + (R wycos 2wyt)?
v = Rw,.
Projekcije vektora ubrzanja prstena P na Dekartove koordinatne ose O, i 0,, su:
a, = ¥ = —2R wy?cos 2wyt

—2R wy?sin 2wyt

‘<Q
I
K<-
I

Intenzitet ubrzanja prstena P:

a = ¥2 + 32 = \/(=2R wy2cos 2wyt)? + (—2R wy?sin 2w t)?
a = 2Rw,>.

b) Jednacine kretanja prstena P u polarnim koordinatama (sl.2.2.b), su:

Po

sl.2.2.b
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r = R cos@ = R coswyt
QY = (l)ot

Prvi i drugi izvod prethodnih jednakosti po vremenu su

7 = —R wySin wyt
$ = wg

7 = —R wy?cos wyt
$p=0

Projekcije vektora brzine na ose polarnog koordinatnog sistema su radijalna i
poprecna brzina prstena P:

v, =7 = —R wgsin wgt
vy, =T = Rwycos wyt

Intenzitet brzine prstena u proizvoljnom trenutku iznosi:

v= (it up,?= V(=R wysin wgt)? + (R wycos wyt)?

v = Rwy.
Projekcije vektora ubrzanja na ose polarnog koordinatnog sistema su:
a, =¥ —rp? = —2R wy?cos 2wyt
a, = 71§ + 27 = —2R wy?sin 2wyt

Intenzitet ubrzanja prstena P iznosi:

a= |a?+ay? = V(2R wo2cos 2wot)? + (—2R wo?sin 2wt)?

a= ZR(OOZ.
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c) Polozaj prstena u svakom trenutku vremena mozemo odrediti i u prirodnom
postupku odredivanja kretanja, odnosno pomoéu koorinate s = s(t)

(sl.2.2c)
a—=0 ~ P
v
B
\
a—=a
o S
@
@ 1%
C Po
0]
sl.2.2.c

Ako zapazimo centralni ugao 2¢, polozaj prstena P izrazen preko krivolinijske
koordinate s je

R R
s=2g05=2§-w0t=R-w0t

Projekcija vektora brzine prstena P na pravac tangente predstavlja prvi izvod
koordinate s u vremenu, i jednaka je

Posto je brzina prstena P konstantna po intenzitetu, slijedi da je tangentno ubrzanje
jednako nuli, odnosno

dvy
= = 0’
RUNPT:
Komponenta normalnog ubrzanja tacke je
v2  R%w,? 5
aN = ? = R = ZR(UO
2 2
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Kako je tangentno ubrzanje jednako nuli (ar = 0), slijedi da je ukupno ubrzanje
prstena P jednako normalnom ubrzanju, odnosno:

a = ay = 2Rwy?.

Iz ovog primjera se moglo vidjeti da brzina i ubrzanje tacke ne zavisi od izbora
postupka odredivanja kretanja, ve¢ od prirode kretanja tacke.

Zadatak 2.6. Tacka M se krece u ravni O,,, ubrzanjem konstantnog intenziteta a
m . v v . . .

3 2> @ pravea paralelnog osi Ox. U pocetnom trenutku tacka je imala brzinu v, =

6? koja sa osom O, obrazuje ugao od 45° (sl.2.3). Odrediti polupre¢nik krivine

putanje u trenutku t; = 1s.

RjeSenje:
Yy A
¥y
450
Mo x
sl.2.3.

Projekcije vektora ubrzanja u Dekartovim koordinatama su

a, =x=3

a, =y =0.
Integracijom prethodnih izraza, uz kori§¢enje pocetnih uslova, dobijamo sljedece
vrijednosti brzine i tangentnog ubrzanja u trenutku t; = 1s:

vx=5c=fax=3t+cl

y=0C
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zat=0, X, =y = 6¢c0s45° - ¢; = ¢, =6cos45°, odnosno,

x=3t+3V2
y =3V2

za t=1s, brzina tacke je

v:mz\/(uwi)z +(3v2)"

odnosno,
= m
v =838 [
Tangentno ubrzanje tacke je
X% +yy  7,24-3+3v2-0 m
ap =222 =258 |5
v 8,38 52

Normalno ubrzanje tacke je:

an = aZ—a;? =37 - 2587 = 1552 [}]

Polupre¢nik krivine putanje Ry, u trenutku t; = 1s, iznosi:
v? _ 838°

23— 46,2 [m].

R, =2 =
K™ ay 152

Zadatak 2.7. Automobil se krece pravolinijski jednakopromjenjivo ubrzanjem a =
0,5 sz . Koliko vremena je potrebno da vozilo prede prvi metar puta, a koliko za peti

metar puta? Koju ¢e brzinu imati vozilo na kraju petog metra puta?
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RjeSenje: Iz postavke zadatka se uo¢ava da je ubrzanje konstantno (a = const.).

Kako se automobil kreée jednakopromjenjivo, zakon promjene brzine i zakon
kretanja mogu se napisati u obliku

v = vy + at;
1 .2
S =so+v0t+5at ,
zat = 0, u poc¢etnom trenutku vremena je vy = 0i sy =0,
pa predhodni izrazi imaju oblik
v = at;
1
s =-at?,
2

Vrijeme koje je potrebno da automobil prede prvi metar puta je,

’251 ,2-1
b= [—= 0,—5—2[5]

a vrijeme potrebno da automobil prede peti metar puta je,
— /Zﬁ_ ’Zj_ 25 _ ,ﬂ_

ts = " T~ os o5 = 0,46 [s].

Brzina automobila na kraju petog metra puta iznosi:

2s m
ve=at=a 75=\/255-a=\/2-5-0,5= 2,24 [?]

Zadatak 2.8. Tacka M se krece po trajektoriji brzinom v = 3 — 2t %, pri ¢emu se

vrijeme mjeri u sekundama. Odrediti koliki put prede tacka za prvih Sest sekundi
kretanja.
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RjeSenje: Ako je intezitet brzine tacke poznata funkcija vremena v = v(t) onda je

t

mogude odrediti zakon kretanja kao s = |, ) v(t)dt + s;.

t
Kako se u posmatranom vremenskom intervalu 0 s < t < 6 s, brzina mijenja po
zakonu (sl.2.5), odnosno tatka mijenja svoj smjer kratanja, to se predeni put S,

moze odrediti kao zbir predenih puteva za ta dva vremenska inervala.

sl.2.5.

Predeni put tacke u posmatranom vremenskom inervalu je:

3
t1=5s t,=6s

3
S, = f vdt — f vdt = (3t — t3)|2 — 3t — )3
2

t():OS t;=5s

pa je,

Odnosno, predeni put za prvih Sest mnuta kretanja je

S, = 22,5 [m].
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3. KINEMATIKA KRUTOG TIJELA

3.1. OSNOVNI POIMOVI KINEMATIKE KRUTOG TIJELA

Pod krutim tijelom, u mehanici, podrazumijeva se tijelo koje ne
mijenja svoj geometrijski oblik, odnosno kod koga se rastojanje izmedu bilo
koje dvije tacke tijela tokom kretanja ne mijenja.

Pod polozajem krutog tijela u prostoru podrazumijeva se polozaj svih
tacaka tijela u odnosu na utvrdeni sistem referencije, najcesce je to Dekartov
koordinatni sistem desne orjentacije. S obzirom da su kod krutog tijela
uzajamna rastojanja tacaka nepromjenjiva, moguce je polozaj bilo koje tacke
krutog tijela pri njegovom kretanju jednoznac¢no odrediti ako je poznato
odstojanje te tacke od ostalih tacaka tijela.

Kako je ve¢ poznato, poloZzaj tacke u prostoru, u odnosu na Dekartov
pravougli koordinatni sistem, odreden je sa tri nezavisne pravougaone
koordinate x,y i z. Da bismo odredili polozaj krutog tijela u prostoru u odnosu
na izabrani Dekartov koordinati sistem O,,,,, uo¢imo na tijelu tri proizvoljno
izabrane nekolinearne tacke A,B i C (s1.39).

sl.39.
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Polozaj tih tacaka, a sa tim i tijela, odreden je sa devet koordinata. Pri
tome su rastojanja l;,l, il; izmedu tih taCaka tijela nepromjenjiva, pa
koordinate tataka A,B i C moraju zadovoljavati sledece jednacine,

(xg —x2)* + (W —ya)2 + (25 —20)* = [}

(xc —xp)* + (e —yp)* + (zc — zp)* = 13 (3.1)
(xc = x2)* + e —ya)? + (zc —20)* =15

Prema tome, od devet koordinata tacaka A, B i C, Sest je nezavisnih a
ostale tri se odreduju iz jednacina (3.1). Ako se uoci bilo koja tacka M krutog
tijela, tada njene koordinate takode moraju zadovoljiti ove jednacine, kojim
se izraZzava nepromjenjivost rastojanja tacke M od tacaka A, B i C. Tako da
je, polozaj krutog tijela u prostoru odreden sa polozajm tri nekolinearne tacke
toga tijela.

Broj nezavisnih parametara, pomoc¢u kojih se moze jednoznacno
odrediti polozaj krutog tijela u prostoru, u odnosu na proizvoljno izabrani
sistem referencije, naziva se broj stepeni slobode kretanja krutog tijela.

Broj stepeni slobode kretanja krutog tijela ili tatke oznacava broj
nezavisnih kretanja koje tijelo ili tatka moze da izvodi u prostoru. Tako da
tacka ima tri stepena slobode kretanja, jer njen poloZzaj pri kretanju u prostoru
odreduju tri nezavisne koordinate X, y i z. Slobodno kruto tijelo u prostoru ima
Sest stepeni slobode kretanja, jer ga odreduje Sest nezavisnih parametara. To
znaci da moze da izvodi Sest nezavisnih kretanja: tri translatorna pomjeranja
u pravcu tri ose, i tri obrtanja oko tri medusobno upravne ose. Ukoliko postoje
dodatna ogranicenja koja poti¢u od drugih tijela, mehanickih veza, broj
stepeni slobode se smanjuje.

Osnovni zadaci kinematike krutog tijela su:
1) Utvrdivanje matemati¢kih metoda za definisanje polozaja krutog
tijela pri kretanju u prostoru u odnosu na izabrani sistem referencije.
2) Odredivanje kinematickih karakteristika krutog tijela kao cjeline i
svake taCke krutog tijela posebno na osnovu poznatih jedna¢ina
kretanja tijela.
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Polozaj krutog tijela u prostoru moze biti odreden preko nezavisnih
parametara koje nazivamo generalisane (opSte) koordinate. Generalisane
koordinate tijela ili tacke su nezavisni parametri pomocu kojih se moze
jednoznacno odrediti polozaj tijela u svakom trenutku vremena u odnosu na
izabrani sistem referencije.

Osnovna kretanja krutog tijela su translatorno i obrtno kretanja. 1z ovih
osnovnih kretanja sastoje se sva ostala kretanja djelimocno vezanih
(neslobodnih) krutih tijela.

Pri proucavanju kretanja krutog tijela podijelo¢emo ih na:
1. Translatorno kretanje

Obrtanje oko nepokretne ose

Ravno kretanje

Obrtanje oko nepokretne tacke

Opste kretanje

Slozeno kretanje

o ar N

3.2. TRANSLATORNO KRETANJE KRUTOG TIJELA

Translatorno kretanje krutog tijela je takvo kretanje pri kome, proizvoljno
izabrana duz koja spaja bilo koje dvije tacke tijela, u svakom trenutku ostaje
paralelna ili podudarna samoj sebi.

Putanja svih tacaka tijela su istovjetne (identicne) linije, samo medusobno
pomjerene u prostoru. U zavisnosti od oblika putanje tacka translacija krutog
tijela moze biti pravolinijska i krivolinijska. Kod pravolinijske translacije
trajektorije svih tacaka su paralelne prave a kod krivolinijske translacije
trajektorije svih tacaka su podudarne linije.

U cilju analiziranja translatornog kretanja posmatrajmo slobodno tijelo i
uocimo dva njegova polozaja u odnosu na nepokretni Dekartov koordinatni
sistem Oy, (sl.40.). Za pokretno tijelo vezacemo koordinatni sistem A i
ako na tijelu uo¢imo dvije tacke A i B, onda je polozaj tih tacaka u odnosu na
sistem reference O,,,, odreden vektorima polozaja 7 i 75, dok je polozaj tacke
B u odnosu na pokretni koordinatni sistem Ag,, odreden vektorom polozaja

-

p.
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, A o ¢ B
B e
Y N
/< R <5 Al
% Nee n
O —
i y
3
X
sl.40.

Ako je poznat pocetni poloZzaj tijela onda se cjelokupno kretanje tijela
moze izuciti preko kretanja samo jedne tacke, pola. Ako se zna polozaj tacke
A u svakom trenutku vremena, polozaj bilo koje tacke, npr. tacke B, odreduje
se pomocu vektora,

Tg =14+ 0, (3.2)
gdje je vektor polozaja p = AB konstantnog inteziteta i pravca.
Brzina tacke B je:

B _ e o 4T dp
VB =" _dt(TA+p)_ dt +dt (3:3)

Kako je vektor poloZaja p = AB konstantnog inteziteta i pravca, slijedi da je
% _ 0 paie
— = O.paje:
drg dr,
dt dt
odnosno:

Vg = T4 (3.4)
Diferenciranjem brzine po vremenu dobija se:
dvg _ dv,
dt  dt
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odnosno,
ag =a, (3.5)

Prema tome, pri translatornom kretanju krutog tijela sve tacke tijela se krecu
na isti na¢in, 0dnosno imaju iste putanje, vektore brzine i vektore ubrzanja.
Iz predhodno re¢enog, moze se¢ kazati da je translatorno kretanje tijela u
potpunosti odredeno kretanjem samo jedne proizvoljne tacke tijela.

3.3. OBRTANJE KRUTOG TIJELA OKO NEPOKRETNE OSE

Obrtanje (rotacija) tijela oko nepokretne ose je takvo kretanje tijela pri
kome bar dvije tacke tijela ostaju za vrijeme kretanja nepokretne.

Nepokretne su i sve ostale tacke koje se nalaze na pravoj liniji koja prolazi
kroz te dvije tacke. Ta orjentisana prava naziva se osa obrtanja ili osa
rotacije. Sve ostale tacke tijela opisuju kruzne putanje koje leze u ravnima
okomitim na osu obtanja sa centrima rotacije na toj osi.

Neka nepokretna osa prolazi kroz tacke A i B, koje su ¢vrsto vezane za
tijelo i koje predstavljaju uleziStenja. (sl.41).

e

4

B

sl.41.
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Polozaj tijela pri obrtanju odreden je uglom obrtanja ¢, koji se mjeri
od referentne vertikalne nepokretne ravni I, koji se neprekidno mijenja tokom
vremena.

Zakon obrtanja krutog tijela, oko nepokretne ose, odreden je jedna¢inom

¢ =@(t) (3.6)
gdje se ugao ¢ iskazuje u radijanima.

Ugao obrtanja ¢, moze da se izrazi i preko broja obrtaja n, kao

@ =2nn.

Sobzirom na prirodu kretanja potrebno je da, funkcija promjene ugla
obrtanja ¢ = ¢(t), bude jednoznac¢na, neprekidna i dva puta diferencijabilna
funkcija vremena.

Prema tome, polozaj krutog tijela kao cjeline pri obrtanju oko
nepokretne ose odreden je sa jednim nezavisnim parametrom, uglom
obrtanja, tako da tijelo ima jedan stepen slobode kretanja.

3.3.1. Ugaona brzina i ugaono obrzanje krutog tijela

Kinematicke karakteristike tijela kao cjeline pri njegovom obrtanju
oko nepokretne ose su ugaona brzina w i ugaono ubrzanje «.
Srednja ugaona brzina je definisana za interval vremena At=t>-t1, odnosno

_Ap P(t2)—p(t1)
wST‘ - At - ty—ts ' (37)

dok je ugaona brzina tijela u datom trenutku vremena veli¢ina kojoj tezi
srednja ugaona brzina kada interval vremena tezi nuli, odnosno

= i A_(p — d_(p =
= Alglo ac ac ? (3.73)

Ugaona brzina w krutoq tijela, koje se obrée oko nepokretne ose, U
datom trenutku vremena, jednaka je prvom izvodu ugla obrtanja po vremenu.
Dimenzija ugaone brzine je:

.. . . . . . radijan .,. _
Jedinica kojom se izrazava ugaona brzina je m ili s~
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Treba napomenuti da se ugaona brzina obrtanja tijela oko nepokretne ose,

obi¢no u tehnici, mjeri brojem obrtaja u minuti, koji se oznacava sa n, tada

je,

2mn n

60 30°

Srednje ugaono ubrzanje, za interval vremena At=t>-t; definisano je kao:
£, = AA_‘: — % (3.8)

2 1
Ugaono ubrzanje tijela u datom trenutku vremena t je veli¢ina kojoj tezi
srednje ugaono ubrzanje kada interval vremena tezi nuli, pa moZemo pisati

2
£=A1%2‘0AA—(Z)=%= il e="=22=y (3.8.2)
Ugaono ubrzanje tijela koje se obrée oko nepokretne ose u datom trenutku
vremena po intezitetu je jednako prvom izvodu po vremenu ugaone brzine ili
drugom izvodu po vremenu ugla obrtanja tijela.

Dimenzija ugaonog ubrzanja je,

1
[e] = TZ
.. . . v . . radijan .,. _
Jedinica kojom se izrazava ugaono ubrzanje je Szj ili s72,

Treba imati na umu, da su ugaona brzina i ugaono ubrzanje tijela koje
se obrée oko nepokretne vektorske veli¢ine.

Ako duz nepokretne ose A, (Sl.41), uvedemo jedini¢ni vektor k, onda
se vektor ugaone brzine moze napisati u obliku,

@ = wk = ¢k. (3.9)
Pravac vektora ugaone brzine @ je u pravcu nepokretne (obrtne) ose.
Vektor @ je usmjeren duz obrtne ose u onu stranu iz koje se vidi obrtanje
krutog tijela u smjeru suprotnom od obrtanja kazaljke na satu. Ako je w =
@ < 0, onda je obrtanje negativno, tj. obrtanje se vr§i u smjeru obrtanja
kazaljke na satu.
Ugaono ubrzanje kao vektor mozemo napisati da je jednako prvom
izvodu vektora ugaone brzine tijela,
d@

E = E (310)
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Posto se hodograf vektora ugaone brzine poklapa sa obrtnom osom 4,, to
je vektor ugaonog ubrzanja & takode usmjeren duz obrtne ose.

U cilju odredivanja karaktera promjene intenziteta ugaone brzine tijela
koje se obré¢e oko nepokretne ose, analizira se skalarni proizvod vektora & -
w. Ako je £-w > 0, tada raste intenzitet ugaone brzine i tijelo se obrce
ubrzano, a vektori ugaone brzine i ugaonog ubrzanja imaju iste smjerove. Ako
je £+ @ < 0, intenzitet ugaone brzine se smanjuje i tijelo se obrée usporeno,
a vektori ugaone brzine i ugaonog ubrzanja su tada suprotnih smjerova.

3.3.2. Brzina tacaka tijela koje se obrée oko nepokretne ose

Pri odredivanju kinematickih karakteristika pojedinih tacaka krutog tijela,
koje se obrée oko nepokretne ose, polazimo od toga da je ugao obrtanja
poznata funkcija vremena, tj. ¢ = @(t). Radi daljih razmatranja, uoc¢imo
nepokretni koordinatni sistem 0O,,,, takav da mu se osa O, poklapa sa osom
obrtanja i pokretni Dekartov koordinatni sistem O, kruto vezan za tijelo

takav da mu se osa O; poklapa sa osom obrtanja za vrijeme kretanja (sl.42.a)

z 1.¢
B

/10 ] b)

a) s1.42.
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Neka se u poc¢etnom trenutku vremena t, = 0, pokretni koordinatni
sisttm Og,; koji je Cvrsto vezan za tijelo, poklapa sa nepokretnim
koordinatnim sistemom 0Oy,,, (sl.42.a). Ako uo¢imo proizvoljnu tacku M
krutog tijela, koja je na rastojanju r od obrtne ose, gdje je sa r oznacen
polupre¢nik kruzne putanje te tacke, tada se porast lu¢ne koordinate s tacke
M moze iskazati izrazom:

s =0,M =ro(t) (3.11)

Na osnovu recenog o prirodnom nacinu odredivanja kretanja tacke,
projekcija vektora brzine tacke M odredena je sa

szgzi(r(p)zri—(f=r¢=rw (3.12)

Pravac brzine tacke M tijela odreden je tangentom na trajektoriju, koja
je oblika kruznice poluprecnika r, koja pripada ravni upravnoj na osu obrtanja
i ¢iji je centar na osi obrtanja.

Ugaona brzina w, koja je kinematicka karakteristika tijela kao cjeline,
jednaka je za sve tacke tijela, pa su brzine pojedinih tacaka tijela pri obrtanju
oko nepokretne ose proporcionalne rastojanjima tih tacaka od nepokretne ose
(sl.42.b).

Tacke tijela koje leze na nepokretnoj osi su nepokretne, tj. brzine tih
tacaka su jednake nuli.

Oijlerova formula za odredivanje vektora brzine tacke

Vektor brzine v proizvoljine tactke M tijela, koje se obrée oko
nepokretne ose, moze se odrediti vektorskim proizvodom vektora ugaone
brzine @ i vektora poloZaja 7 tacke M mjerenog od centra O' kruzne putanje
tacke (s1.42):

b=@ x =@ x (—00)=8 x 7y —@x00 =& x1  (313)
Vektori w i 00" su kolinearni, pa je njihov vektorski proizvod jednak nuli.
Formulu (3.13) prvi je izveo L. Ojler i naziva se Ojlerova formula za
odredivanje vektora brzine tacke tijela koje se obrée oko nepokretne ose.
Intezitet vektora brzine tacke je:
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19| = |w X Ty| = @] - |7y] - sink(w ,7) = w1y - siny =rw (3.14)

3.3.3. Ubrzanje tacaka tijela koje se obrée oko nepokretne ose
Posto se tacke krutog tijela, koje se obrée oko nepokretne ose, krecu po
kruznim putanjama, najjednostavnije je
da se ubrzanje bilo koje tacke M tijela
izrazi  preko  prirodnog  postupka
definisanja kretanja. U tom cilju u
proizvoljnoj tacki M konstruisatemo
prirodni trijedar, uo¢imo oskulatornu
ravan odredena jedinicnim vektorima
TiN, tada je tangentno ubrzanje
usmjereno duz tangente na kruznu
putanju, u pravcu vektora tangente T, a
normalno ubrzanje je usmjereni ka
nepokretnoj osi rotacije, u pravcu vektora

— -
y normale N (sl.43).
Komponentna tangentnog ubrzanja tacke
X M odredena je relacijom,
sl.43.
_w_d o do g
aT_dt_dt(rw)_rdt T TTPTTE

(3.15)
a komponenta normalnog ubrzanja odredena je sa,
v?  riw?

ay =—= =rw? = r¢? (3.16)

Rk_ T

Intenzitet ukupnog ubrzanja tacke M odreden je formulom,

la| = a = /a2 + a = rVe? + w* (3.17)

Vektor ubrzanja proizvoljne tacke tijela, koje se obrée oko nepokretne ose,

takode se moze odrediti ako se pode i od Ojlerove formula za vektor brzine

tacke. Na taj nacin vektor ubrzanja proizvoljne tacke M odreden je kao
(sl.43.a),
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R. Antunovi¢
(=L =L@ xm) =2 x A+ @ x2S (3.18)
Vektor tangentog ubrzanja odreden je sa,
dr = & X Py (3.19)
a vektor normalnog ubrzanja je,
(3.20)

U tom slucaju intenzitet tangentnog ubrazanja je,

ldr| = |€ X Ty| = erysink(€,7y) = ery siny = er

a intenzitet normalnog ubrzanja je,

= WV = rw?

lay| = |0 X V| = wvsink(w, V) = wvsin90°

sl. 43.a
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Prema tome, vektor ubrzanja proizvoljne tacke M tijela koje se obrée oko
nepokretne ose odreden je vektorskim zbirom tangentnog i normalnog
ubrzanja, odnosno

a=dr+dy (3.21)
Vektor normalnog ubrzanja d, usmjeren je ka nepokretnoj osi rotacije tijela,
dok je pravac vektora tangentnog ubrzanja d; upravan na vektore 7 i £, tj.
poklapa se sa pravcem vektora brzine ¥ tacke. Smjer vektora dr = € X 7y, U
slu¢aju kada su vektori @ i € orjentisani u istu stranu, je u pravcu vektora
brzine tacke v. Kada su vektori w i € suprotni tada je smjer vektora dr
suprotan od vektora brzine tacke v (sl43.a).

Zadaci

Zadatak 3.1. Disk I se obrée oko nepokretne ose po zakonu ¢; = 4t2 [rad], pri
¢emu se vrijeme t mjeri u sekundama. Disk I je spregnut sa diskom II na ¢ijem kraju
je okacen teret M (sl.3.1). Odrediti brzinu spustanja tereta M, ako je R; =
0,6 miR; =08m.

<

v
O O

4§F> >
|

i;)-[

sl. 3.1.
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RjeSenje:
Posto je tacka D zajednicka tacka za oba diska, to je i linijska brzina u toj tacki za
oba diska ista, pa je brzina tacke D, kao tacke diska I

v=R [ Wy,
pri ¢emu se ugaona brzina diska I dobija kao vremenski izvod zakona obrtanja ¢;:

do;
=—=¢, =8t[s71].
Wy dt D1 [s7]

pa je intenzitet brzine tacke D jednak,

v=106-8t =48t [7]
Ako posmatramo ta¢ku D kao tacku diska II, onda je,
v =Ry wy,
iz Cega se dobija ugaona brzina diska Il, kao

v 4.8t
R, 08
Sada se brzina spustanja tereta M moze dobiti kao

W = = 6t [S_l].

m
vy = Ry wy = 0,8+ 6t = 4,8t [;]

Zadatak 3.2. Kruzni disk polupre¢nika R = 0,1 m, obrce se po zakonu ¢ =
4t? [rad], pri ¢emu se vrijeme t mjeri u sekundama (sl.3.2). Odrediti brzinu i
ubrzanje tacke M koja se nalazi na obodu diska.
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RjeSenje:
Posto je poznat zakon promjene ugla ¢, to je ugaona brzina kruznog diska

w=¢ =28t
Brzina tacke M odredena je sa
dp .
vy =Rw =R T Ry

vy = 0,1-8t = 0,8t [?]

Ukupno ubrzanje tacke M sastoji se iz dvije komponente ubrzanja: tangentnog i
normalnog.
Tangentno ubrzanje se odreduje kao prvi izvod linijske brzine tactke M po vremenu,

i.
dvy o, . .
ayr = —2, §to iznosi
dt
m
ayr = 0,8 [5_2].

Normalno ubrzanje tacke M je:

vk 064t . . .
Aun =% = 571 Sto 1znosi

ayn = 6,4 [Sﬂz]

Ukupno ubrzanje tacke M je

ay = Jayr? + ayn?® = /0,82 + 0,642, odnosno
m
ay = 1,02 [5]

Zadatak 3.3. Rotor masine, polupre¢nika R = 0,5 m, tokom rada ima promjenjljiv
broj obrtaja kao na slici (sl.3.3).

Nac¢i brzinu i ubrzanje tacke A rotora, koja se nalazi
na njegovom obodu, u svim rezimima njegovog
rada masine: zalijetanje (jednako ubrzano kretanje),
stacionaran rad (jednoliko kretanje) i zaustavljanje
masine (jednako usporeno kretanje).
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n [o/min]
1500 | - - -
10s 5 min. 10s
zalijetanje stacionaran rad zaustavljanje
s1.3.3.
Rjesenje:
a) ReZim zalijetanja maSine
Va A
aAN
R
f\&)
g
\\O()U
0
sl.3.3.a

Broj obrtaja rotora masine tokom zalijetanja se mijenja po linearnom zakonu
(s1.3.3), pa mozemo napisati da je

_1500 0]
T

Ugaona brzina rotora, kada je poznat broj obrataja rotora, odredena je izrazom

30

mn w150t rad
=——=05mt [—]

min

S

t[s]
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Ugaono ubrzanje rotora je,

_do [rad]
P TERR
Brzina tacke A, koja se nalazi na obodu rotora jednaka je

&

vy =R-w=05-5ut = 2,57t | 7|
U prirodnom definisanju kretanja, tangentna komponenta ubrzanja tacke A je

m
aAT=R-£=0,5-5n=2,57T[S—2]

a komponenta normalnog ubrzanja tacke je
UAZ _ (2,57Tt)2

Qy =—F—=—"
AN TR 0,5
Pa je intenzitet ukupnog ubrzanja tacke A, u ovom rezimu rada masine odreden sa,

= 12,5722 [Sﬂz]

an = \Jaur? + agy? = J(2,5m)2 + (12,572t2)? = 2,5my/1 + 25m2t* [Sﬁz]

b) stacionaran rad maSine
Aar=0 V2 A

sl.3.3.b

U stacionarnom razimu rada, ugaona brzina rotora je konstantna (sl.3.3), i iznosi
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YZ307 30
Pa je ugaono ubrzanje rotora € = 0.

nmn w1500 rad
= =50m [ ]

Brzina tacke A na obodu rotora je,

m
vy=R-w=05"50m =257 [?]
Tangenta komponenta ubrzanja jednaka je nuli, odnosno
m
aAT=R'£=0[S—2]
a normalna komponeta ubrzanja tacke A je
2 2

pa je intenzitet ukupnog ubrzanja tacke A, u stacionarnom rezimu rada,

m
Ay =/ aATz + aAN2 = 1250”2 [S_Z:I.

c) Zaustavljanje masine

Va A Qu
(ax
e

0

sl.3.3.c

U rezimu zaustavljanja masine (sl.3.3), ugaona brzina rotora, se mijenja po zakonu
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w = wy — 5mt = 50 — 5nt [s71]
pa je ugaono ubrzanje rotora,

dw
Cdt
Ovdje se vidi da je ugaono ubrazanje rotora u ovom rezimu rada negativno, $to znaci
da imamo usporenje rotora.

€ = —5m [s7?]

Brzina tacke A rotora je,

va=R-w=05- (501 — 57t) = 0,5 - (50 — 57t) [?]
Tangentna komponenta ubrzanja tacke A je,

m
aqr =R-£=05-(—51) = 2,57 [5_2]
a nornalna komponenta ubrzanja je,

2 (05-(s0m—5mt))”
ay =4 = % odnosno

m
asy = 0,25+ (250072 — 50072t + 257%t?) [5_2]

Intenzitet ubrzanja tacke A tokom zaustavljanja maSine odreden je sa

ay =+ aur? + agy? = \/(—2,571)2 + (0,25 - (250072 — 50072t + 25712152))2

odnosno,

m
a, = /6,251 + (0,0625 - (250072 — 5002t + 25m2t2)2) [s_Z]

70



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

3.4. RAVNO KRETANJE KRUTOG TIJELA

Ravno kretanje krutog tijela je takvo kretanje pri kome se sve tacke tijela
krec¢u paralelno prema nekoj nepokretnoj ravni I1, odnosno kada su vektori
brzina svih tacaka tijela paralelni prema nekoj nepokretnoj ravni IT (sl.44.).

y/ , M1

yll
) M
" Mo I X
|
o —
8)/ M 0 xa_ R
XB _
H T—
sl.44.

Sve tacke tijela koje leze na pravoj koja prolazi kroz tacke M1,M i M,
koja je upravna na nepokretnoj ravni 71, kre¢u se na isti nacin, tj. imaju
jednake trajektorije, brzine i ubrzanja. Zbog toga je dovoljno prouciti kretanje
presjeka (S) tog tijela u ravni O,,, koja je paralelna sa nepokretnom ravni /1.
Presjek (S) zovemo ravnom figurom. Polozaj presjeka S u ravni Oy, U
potpunosti je odreden ako se zna polozaj dveju tataka A(Xa, ya) i B(xs, yg) tog
presjeka, u odnosu na Dekartov koordinatni sistem.

Od ove cetiri Dekartove koordinate tri su nezavisne, a Cetvrta sobzirom da je
rastojanje izmedu ovih dveju tacaka nepromjenjivo, odredena je izrazom

(xg —x2)* + (Yg —ya)? = I? (3.22)
Prema tome, ravno kretanje tijela odredeno je sa tri nezavisna parametra
(koordinate), $to znaci da tijelo ima tri stepena slobode, tj. moze da izvodi tri
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nezavisna kretanja: dvije translacije duz osa x i y i jednu rotaciju oko ose
upravne na ravan presjeka (S).

Razlaganije ravnog kretanja krutog tijela na translatorno i obrtno kretanje

Pri prelasku ravne figure (S) iz jednog u drugi polozaj, iz polozaja I u
polozaj Il, ravno kretanje mozemo razloziti na translatorno i obrtno kretanje.
Tada se duz AB koja je ¢vrsto vezana za ravnu figuru (S) premjesti u polozaj

A;B;. Figuru (S) najprije pomjerimo translatorno tako da se tacka A, koju
zovemo polom translacije, poklopi sa tackom Aj, a zatim izvr§imo rotaciju
figure, obrtanje oko pola, za ugao ¢ oko ose koja prolazi kroz tacku Az
(sl.45.).

sl.45.

Kinematicke karakteristike tijela kao cijeline pri ravnom kretanju tijela su:
vektor brzine v, i vektor ubrzanja d, pola A pri translatornom kretanju ravne
figure kao i vekotr ugaone brzine w,, i vektor ugaonog ubrzanj £, obrtanja
tijela oko ose koja prolazi kroz pol A, koji se nazivaju ugaona brzina i ugaono
ubrzanje ravnog kretanja.

Sa promjenom pola ravne figure mijenjaju se kinematicke karakteristike
translatornog kretanja tijela, dok ugaone kratakteristike koje karakterisu
obrtno kretanje ostaju nepromjenjene ne zavise od izbora tacke pola.

3.4.1. Jednadine kretanja ravne figure
Pri odredivanju jednaina kretanja ravne figure u odnosu na
nepokretni Dekartov koordinatni sistem u ravni O, definiS§imo translatorno

pokretni Dekartov koordinatni sistem A, _, postavljen u proizvoljnom polu
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translacije A, koju nazivamo polom translacije, 1 pokretni Dekartov
koordinatni sistem Ag, kruto vezan za tijelo u tacki A (sl.46).

Polozaj ravne figure, odnosno tijela u odnosu na nepokretni koordinatni
sistem O,,,, odreden je ako je poznat poloZaj pokretnog koordinatnog sistema
Agy U odnosu na nepokretni koordinatni sistem. Tako, poloZaj ravne figure
(S) u ravni O,,,, odreden je ako je poznat polozaj proizvoljno izabrane tacke
A, odnosno ako su poznate koordinate xa, ya i ugao ¢, koju obrazuje duz AB
figure (S) u odnosu na nepokretnu osu OX, tj. ugao izmedu osa A, i A;.

yl\

7 y1“

sl.46.
PoloZaj ravne figure, u odnosu na nepokretni koordinatni sistem O,,, U
svakom trenutku poznat je ako su poznate funkcije oblika

x4 = x4(t)
Ya = ya(t) (3.23)
¢ =@(t)

Jednacine (3.23) nazivaju se jednacine kretanja ravne figure.

Prve dvije jednadine odreduju translatorno ravne figure, a treca
jednacina odreduje obrtanje tijela oko ose koja prolazi kroz proizvoljno
izabran pol translacije A, u ravni figure S i upravna je na ravan figure.
Konacne jednacdine kretanja (zakon kretanja) proizvoljne tacke M ravne
figure (S) u odnosu na nepokretni sistem referencije moguce je odrediti,
koriStenjem poznatog vektora polozaja p’ tacke M u odnosu na tacku A i ugla
a kojeg taj vektor obrazuje sa osom A¢ pokretnog sistema referencije Aén
koji je vezan za ravnu figuru S, kao
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Xy = x4 + AM cos(¢ + )
(3.24)
yu = V4 + AM sin(¢ + a)

3.4.2. Brzine tacaka tijela koje vrsi ravno kretanje
Polozaj proizvoljne tacke M ravne figure (S), u odnosu na nepokretni
koordinatni sistem O, odreden je vektorom polozaja, kao (sl.47.)

—

m=ra+p (p=AM) (3.25)

y ——
T Vn T
5
Va
Crk A ¥ S
"7t \(S)
—
O X
sl.47.

Po definiciji, vektor brzine tacke M ravne figure odredena je sa:

dra

— _ drM
dat

d — -
vy =—-=—+p)=
Veli¢ina % = ¥4 je brzina koju ta¢ka M ima usljed obrtanja ravne figure S

oko ose A; koja prolazi kroz pol A a uprvana je na ravan figure (S), i ova
brzina se naziva_brzina tacke M oko pola A (sl.48.).
Takode, koriste¢i Ojlerovu formulu za brzinu tacke moZe se napisati,

+2 = 7 + B (3.26)

Vy = ark X ﬁ (327)
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Sada je vektor brzina tacke M, odreden sa

ﬁM = 1}),4 + Qrk X ﬁ (328)
Intezitet vektora brzine tacke M oko pola A je,

|1_7)11\i11| = WrkPL(Bry, f) = WpgpSin90° = wpyp = mwrk (3.29)

Intezitet obrtne brzine neke tacke tijela je srazmjeran rastojanju te

tacke od usvojenog pola A, a smjer vektora brzine zavisi od smjera ugaone
brzine ravnog kretanja.

sl.48.

a) Teorema o projekcijama vektora brzina tacaka ravne figure
Projekcije brzina dvaju tacaka ravne figure, U, i Ug, Na pravu koja spaja te
dvije tacke, jednake su jedna drugoj.

sl.49.
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Brzina tacke B odredena je izrazom:

= = = A
Projektovanjem ove jednacine na pravac prave, koja prolazi kroz tacke A i
B, uzimajuéi u obzir da je 74 | AB, dobija se izraz (sl.49.):

VgCOSf = vy cosa (3.30)
koji potvrduje datu teoremu.

b) Trenutni pol brzina ravne figure

Pri ravhom kretanju krutog tijela, koje nije translatorno, u svakom
trenutku vremena postoji u ravni figure S jedna tacka ¢ija je brzina jednaka
nuli i ta se tacka naziva trenutni pol brzina ravne figure (S) (sI.50.).

Neka su u trenutku t brzina tacaka A i B, U, i Uy , pri ¢emu vektor brzina nisu
medusobno paralelni. Tacka Py ravne figure (S) koja je odredena presjekom
pravih AA; i BB;, pri ¢emu su ove prave upravne na vektore brzina ¥, i
U respektivno, ima u datom trenutku t brzinu jednaku nuli ¥py =0 i to je
trenutni pol brzina ravne figure (S) za dati trenutak vremena t.

Postojanje trenutnog pola brzine moguce je dokazati koriS¢enjem teoreme o
projekcijama brzina: vektor brzine ¥y, pola Py morao bi jednovremeno da
bude upravan na dvije prave, AA; i BB;, $to je nemoguée, pa slijedi da
teorema o projekcijama brzina moze biti zadovoljena samo za Upy = 0.
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Pri kretanju ravne figure (S) polozaj trenutnog pola brzine Py se stalno
mijenja i svakom trenutku vremena odgovara poseban polozaj pola brzina
ravne figure, pa se stoga naziva trenutni pola brzina.

Pri odredivanju trenutnog pola brzina ravne figure moguci su razliciti
slucajevi (sl.51).

sl.51.

)i Brzina dvije tacke ravne figure, koje pripadaju jednoj pravoj,
medusobno su paralelne i upravne na tu pravu. Zavisno od
smjerova tih brzina razlikuju se dva slucaja prikazana na slici
(sl.51.a.1 sl.51.b.).

- AKo su brzine tacaka A i B ravne figure istog smjera, a razli¢itih
intenziteta (sl.51.a), intenzitet ugaone brzine i poloZaj trenutnog pola
brzina ravne figure moze se odrediti na slede¢i nacin. Najprije se
odrede brzine tacaka A i B preko pola brzina uzetog za pol translacije

vy = v," = (AB + BE,)w, vp = vy’ = BR,w

slijedi da je,

Vp—V P~ v Y
w="-2-LiBP,=—2—AB
AB VA—VB

- Ako su brzine tacaka A 1 B ravne figure razli¢itih smjerova i
intenziteta (sl.51.b), na analogan nacin se nalazi
vy =v," = (AB — BP)w, vg=v,’ =BPw
pa slijedi da je,
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w =A% |Bp, = &
AB va+VB
I Ako se tijelo krece po povrsini drugog tijela, pri cemu oba tijela u

tacki dodira imaju zajedniCku tangentu, a brzine dodirnih tacaka
su jednake, kaze se da se tijelo kotrlja bez klizanja. Poseban je
slu¢aj kada se posmatrano tijelo kre¢e po povrSini nepokretnog
tijela (sl.51.c). U tom slucaju i brzina tacke tijela koja je u dodiru
sa nepokretnim tijelom ima brzinu jednaku nuli pa je i trenutni pol
brzina na mjestu dodira ta dva tijela.

1)  Brzine dveju tacaka ravne figure medusobno su paralelne, istih
smjerova i jednakih intenziteta (sl.51.d). U ovom slucaju je
ugaona brzina tijela w = 0, odnosno rije¢ je o trenutnom
translatornom rasporedu brzina tacaka ravne figure.

C) Odredivanje brzina tacaka ravne figure pomocu_trenutnog pola
brzina
Brzina bilo koje tacke ravne figure (S) u datom trenutku vremena jednaka
je obrtnoj brzini tacke koju ona ima pri obrtanju ravne figure oko ose koja
prolazi kroz trenutni pol brzina Py, a upravna je na ravan firure (sl.52).

sl.52.

Iz definicije brzine proizvoljne tacke ravne figure, ukoliko se za pol uzme
trenutni pol brzina Py, slijedi da je
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........................ (3.31)

Kako je vp, =0, slijedi da je,

............... (3.31a)

..................... (3.31b)

Intezitet brzine bilo koje tacke ravne figure S jednak je proizvodu trenutnog
polupre¢nika obrtanja i ugaone brzine ravnog kretanja krutog tijela.
Trenutna vrijednost ugaone brzine ravne figure S odredena je sa:

v v v
Wy = =2 =2 = oo = M (3.32)
AP, BP, MP,

3.4.3. Ubrzanje ta¢aka Kkrutog tijela koje vrsi ravno kretanje
Posmatrajmo proizvoljnu tacku M ravne figure, odredena sa vektorom
poloZzaja 7y (s1.53), koja ima brzinu v,,.
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(258
Cn Yy, da .
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sl.53.
Ubrzanje proizvoljne tacke M, ravne figure (S), dobi¢emo diferenciranjem po
vremenu vektora brzine tacke M, koristeéi jena¢inu (3.26), slijedi da je

5 vy  d .- o dv, | avfy =4
ay =—=—(W, +v = — —=aqa, +a
M= ar dt( At Vig) at ' dt AT UM
ili,
- dzf')M dz - - dZT_')A dzﬁ - = A
Ay =—F=—7(ry + =—+—=0qay4+a 3.33
M dt2 dt2 ( A p) dt2 dt2 A M ( )

Ubrzanje di; je ubrzanje tacke M koje ona ima usljed obrtanja ravne figure
(S) oko ose koja prolazi kroz pol A a upravnja je na ravan figure (S), i naziva
se ubrzanje tacke M oko pola A.

Posto se pri obrtnom kretanju ravne figure (S) tatka M kreée po
to se obrtno ubrzanje dj tacke M moZe izraziti u obliku vektorskog zbira
dvije komponente ubrzanja, jedne usmjerene duz normale i druge usmjerene
duz tangente na tu kruznu putanju, tj.
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Komponenta di, naziva se normalno ubrzanje tacke M oko pola A, a
komponenta dj; naziva se tangentno ubrzanje tatke M oko pola A.

Vektor tangentnog ubrzanja dz;, tacke M oko pola A, usmjeren je po
tangenti na kruznu putanju pri obrnom kretanju tacke M, tj. uvijek je
normalan na vektore AM i €, odnosno ima pravac obrtne komponente vektora
brzine v{.

Vektor normalnog ubrzanja diy, tacke M oko pola A, usmjeren je po
normali na kruznu putanju pri obrtnom kretanju tacke M, tj, ima pravac
vektora AM (dyy ||[MA) i smijer od tatke M ka polu A.

Inteziteti ovih komponenti ubrzanja tacke M su,

|| = AMw?, (3.35)
|ldyr| = AMeyy (3.36)
Tako da je, intezitet ubrzanja tatke M oko pola A jednak

apy =/ (aj)? + (afir)? = AMy wfy + €, (3.37)
a ugao koji vektor ajp gradi sa vektorom AM odreden jesa
A
_ Gt _ ekl _ _ lerkl
tga = p => a = arctg ol (3.38)

Posto je jedna¢inama (3.34), (3.35) i (3.36) jednoznac¢no odredeno
obrtno ubrzanje tacke M oko pola A, to se izraz (3.33) za ubrzanje proizvoljne
tacke M ravne figure moze napisati u obliku,

Ay = dy + diy = dy + digy + digr (3.39)
Ako pol A vrsi proizvoljno krivolinijsko kretanje, onda se i ubrzanje

pola A mozZe izraziti preko prirodnih komponenti ubrzanja, normalnog d, i
tangentnog ubrzanja d,; tacke A, pa se formula (3.39) svodi na oblik,

C_iM = &AN + a)‘AT + al‘\eIN + C_l)f,,T (340)
Prema tome, ubrzanje bilo koje tacke M ravne figure (S) jednako je
vektorskom (geometsijskom) zbiru ubrzanja tacke A koja je uzeta za pol i

obrtnog ubrzanja tacke M oko pola A pri njenom obrtanju sa telom oko ose
koja prolazi kroz pola A a upravna je na ravan figure (S) (sl.53).
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Takode, vektor ubrzanja tacke M, moze se odrediti polaze¢i od Oilerove
formule za vektor brzine tacke M, koriste¢i formulu (3.28), kao

- d‘l_jM d - — - dBA dark
Ay =——=—Wy + Wy X == —"+4
M= g dt( A rk X P) dt dt

X+ @ x L (3.40)

Sada se vektor ubrzanja proizvoljne tacke M tijela, koje vrsi ravno kretanje,
moze napisati U obliku,

C_iM = C_iA + grk X ﬁ + ark X 1_7)1{/11 (341)
gdje je,
Ex X P = digr (3.42)

0brtno tangentno ubrzanje tacke M oko pola A, a ¢lan

Wrx X Dy = dign (3.43)

je obrtno normalno ubrzanje tacke M oko pola A.

a) Trenutni pol ubrzanja ravne figure

Pri ravnom kretanju krutog tijela u svakom trenutku vremena postoji
tacka P, ravne figure (S) ¢ije je ubrzanje jednako nuli i ta tacka se naziva
trenutni pol ubrzanja (sl.54).

sl.54.

82



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

Polozaj trenutnog pola ubrzanja odrediti se tako da se zakrene pravac
vektora ubrzanja d, neke tacke A za ugao o u smjeru ugaonog ubrzanja, a
zatim se na tako konstruisanom pravu prenese odsjecak AP, . Kraj P,
odsjecka AP, jeste trenutni pol ubrzanja ravne figure, tj. to je tacka ravne
figure (S) ¢ije je ubrzanje u datom trenutku vremena jednako nuli. Ugao o i
odsje¢ak AP, odredeni su sa,

A
tga = 50 =t —> o = areeg 2, i (3.44)
Ap, = —24 (3.45)

1/w$k+€12*k
Kada je poznat poloZzaj trenutnog pola ubrzanja P, ravne figure i ako

njega usvojimo za pol, onda se ubrzanje bilo koje tacke B ravne figure moze
odrediti relacijom,

&B=&Pa + C_iga == C_iga (346)

jer je dpg = 0, pa se moze reci da je ubrzanje bilo koje tacke B ravne figure
(S) odredeno kao ubrzanje tacke pri njenom obrtnom kretanju zajedno sa
ravnom figurom oko trenutnog pola ubrzanja (sl.54).

Na osnovu ovoga, moze se napisati,

dp-db% + akts (3.47)
gdje su dt% i aE%, obrtno normalno i obrtno tangentno ubrzanje tacke B oko

pola P,, pa je intenzitet ubrzanja tacke B, analogno sa (3.37), odreden
relacijom

ag = ap® = BP\Jw}, + €4, (3.48)

Pri poznatom polozaju trenutnog pola ubrzanja P, intenziteti ubrzanja
pojedinih tacka ravne figure (S) odreduju se relacijom (sl.54),

a, = ap® = APa,/w;fk + &k
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.............................................. (3.49)
ap = ag® = B—Pa,/“);lk + &5

Na osnovu formula (3.48) i (3.49) slijedi da je,
24 24 ..M (3.50)

AP, AP, AP,

Na bazi ovog mozZe se kazati, intenziteti ubrzanja tacaka ravne figure u
svakom trenutku vremena proporcijonalni su rastojanjima tih tacaka od
trenutnog pola ubrzanja P,, a vektori ubrzanja tih taaka grade sa duzinama
koje spajaju te tacke sa trenutnim polom ubrzanja isti ugao @ = arctg %
T

3.4.4. Trenutni centar obrtanja ravne figure. Centroide

Ravnu figuru (S) mozemo premjestiti iz jednog u bilo koji drugi polozaj
u svojoj ravni jednim obrtanjem ravne figure oko nepokretne ose upravne na
ravan kretanja, koja prolazi kroz tacku C koji se naziva centar konacnog
obrtanja ravne figure (sl.55).

Ova teorema naziva se Bernuli-Salova teorema i proisti¢e iz injenice da

se za pol ravne figure izabrati bilo koja tacka figure.

s1.55.
Ako posmatramo dva uzastopna polozaja ravne figure, koji
odgovaraju trenucima t i t1=t+4¢, onda se odsjecak AB pomjeri u polozaj
A1B:1 za vrijeme At. Ako se ovo pomjeranje moze ostvariti samo jednim

obrtanjem, onda tacke A i B opisuju kruzne lukove sa jednim centrom, pri
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¢emu su duzi AA; i BB, sje¢ice tih kruznih lukova. Poznato je da centar kruga
leZi na normali povucenoj na sredini duzine sje€ice, tako da se centar C kruga
mora nalaziti u presjeka normala povucenih u tackama D i E, koje su sredista
AA{iBB;.

Tacka C odredena na ovaj nacin je centar konacnog pomjeravanja
ravne figure (S).

Obrtanjem oko tacke C za ugao ¢ moguce je ravnu figuru pomjeriti
iz polozaja I u polozaj II.

U grani¢nom slucaju, kada vrijeme At pomjeranja figure tezi nuli,
polozaj centra C rotacije ravne figure jeste tacka nepokretne ravni sa kojom
se u datom trenutku vremena poklapa trenutni pol brzina Py ravne figure.

U toku kretanja ravne figure neprekidno se mijenja polozaj trenutnog pola
brzina u pokretnoj ravni — u odnosu na ravnu figuru, a neprekidno se mijenja
1 polozaj trenutnog centra obrtanja u nepokretnoj ravi.

Geometrijsko mjesto tacaka trenutnih polova brzina u odnosu na
pokretnu ravan naziva se pokretna centroida (ruleta).

Geometrijsko mjesto tacaka trenutnih centara obrtanja u odnosu na
nepokretnu ravan naziva se nepokretna centroida (baza).

Sa uvedenim pojmovima pokretne i nepokretne centroide moze se formulisati
teorema o kotrljanju bez klizanja pokretne po nepokretnoj centroidi.

Poansoova teorema: Svako kretanje ravne figure moze se predstaviti kao
kotrljanje bez klizanja pokretne po nepokretnoj centroidi ugaonom brzinom
koja u svakom trenutku odgovara ugaonoj brzini ravne figure. Tacka dodira
pokretne i nepokretne centroide je trenutni pol brzina.

a) Jednadine nepokretne i pokretne centroide
Posmatrajmo proizvoljnu tatku M ravne figure (S) koja je u odnosu na
nepokretni sistem reference O, odredena vektorom polozaja 7 =7, a u

odnosu na pokretni sistem reference Ag, vektorom polozaja g = AM (s1.56).
Brzina tacke M odredena je relacijom,

17M=17=1_5A+5rk><5.

Posto je p = 7 — 7, t0 Se izraz za brzinu tatke M moZe napisati u obliku,
85



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

vy

Yu

Ya
U

Oh.

Da bi smo odredili jednacine nepokretne centoide, jednainu (3.51)
napisac¢emo tako Sto ¢e mo vektorski proizvod napisati u obliku determinante
I izdvojiti projekcije na ose nepokretnog koordinatnog sistema 0O,,,, kao

-

7 j k
v=Us+| 0 0 Wy
X—Xq4 Y—Ya 0
odnosno,
U= vAxT + vij_ wr(y — yA)?'i' g (X — xA)J_) (3.52)

Sada se projekcije vektora brzine na ose nepokretnog koordinatnog sistema
mogu napisati u obliku

dx,
Uy = Vpx — (y - yA)wrk = W - (y - yA)(‘)rk

dy
Uy = Vgy — (x — xg) Wy = d_: — (x — x4) Wr.
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Ako posmatramo tacku P,, koja je trenutni pol brzina i njina brzina jednaka
je nuli, onda se sistem jednacina moZze napisati u obliku,

dxA

(yp yA)wrk =0 (3-53)
d
% ~ (¥p = X)wry= 0

gdje su x,, i y, koordinate trenutnog pola brzina P,.
Ako sistem jednacina (3.53) rijeSsimo po x,, i y,,, dobijamo

1 dya
X, =Xy —— —— 3.54
p A wre dt ( )
_ L dxa
yp =Ya wre dt

Jednacine (3.54), ako su jednoznaéne, neprekidne i dva puta diferencijabilne
predstavljaju parametarske jednacine nepokretne centroide.

Jednacine pokretne centroide odredi¢emo polazeci od izraza za brzinu tacke
M, koju moZemo napisati u obliku

<u

— -

ﬁ:ﬁA-I_wrkxﬁ:ﬁAx-l_vAy-i_

v O Xy
S O
g
3
=

odnosno,
v = ﬁAx + aAy — Wrg I’]_/_i + W fﬁ (355)
Projekcije vektora brzine (3.55), na ose pokretnog sistema Ag;, (sl.56.), su

Vg = Uy COS @ + Uy, SINQ — Wrg I (3.56)
Uy = —Vax SINQ + Uy, COSQ + Wy &

Ako posmatramo kretanje trenutnog pola P,, ¢ija je brzina jednaka nuli,
jednacine (3.56) se mogu napisati u obliku

" cosqo 2] sm(p WyNp =0 (3.57)

dxy
——2sin —cos —w =0
dt @ + dt @ rk’fp

1z jednacina (3.57), nalazimo
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1 d . d

& = o (G2 sing — 2 cosp) (358)
1 d d .

np = o (G2 cosp — %L sing)

Jednacine (3.58) predstavljaju jednacine pokretne centroide u parametarskom
obliku.

Eliminacijom parametra t, iz sistema jednacina (3.54) i (3.58),
dobi¢emo jednacine nepokretne i pokretne cntroide. Kada se te centroide
odrede, onda se ravno kretanje moze prouciti ako se posmatra kotrljanje
pokretne po nepokretnoj centroidi.

Zadaci

Zadatak 3.4. Odrediti brzinu centra kruznog diska B koji se spusta usled obrtanja
kruznog diska A po zakonu ¢ = mt? [rad], (sl.3.4). Polupre¢nik diska A je R [m],
a diska B (tereta) jer = R/2[m].

Rjesenje:

V.
sl. 3.4.

Da bi se odredila brzina centra diska B, neophodno je znati njegovu ugaonu brzinu
wg .
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Linijska brzina v, se izracunava kao:

vy =R-w, =R - @, 0dnosno
m
vy = 2Rmt [?]

Teret B se spusta i ujedno vrsi translaciju i rotaciju, pri ¢emu se pol brzina nalazi u
tacki P.
Slijedi da je,

v 2Rt
ZA — 222 odnosno
2r 2E

UAZZT'(A)B in =

wg = 2mt [s71].

Intenzitet brzine centra tereta je:

vg =71 wg = Rmt [%]

Zadatak 3.5. Krivaja OA = R = 1 m se obrée konstantnom ugaonom brzinom
Wy = 2 % oko nepokretne ose koja prolazi kroz tatku O i dovodi u kretanje polugu

AB koja je spojena sa klizacem B. Za dati ravanski poluzni mehanizam, u polozaju
kao na slici (sl.3.5), odrediti brzinu kliza¢a B.

Rjesenje:
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Brzina tacke A, poluge OA, je

vy =R wy
vy =2 [?]

Prvi naéin: (odredivanje brzine tacke na osnovu teoreme o projekcijama brzina)

Na osnovu teoreme o projekciji brzina na pravu odredujemo brzinu tacke B poluge
AB:

v, = vp * cos45°, odnosno

vp = —A_ =p,/2, paje

= cos459
vg =2V2 [?]

Drugi naéin: (odredivanje brzine tacke preko pola brzina ravne figure)

sl.3.5.a

Uzimaju¢i u obzir vektore brzina v, i vg odredujemo pol brzina koji se nalazi u
tacki Pv:

Brzinu tacke B odredujemo kao:
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Vg = BPv - Wap
gdje je, wyp = wy.
Sada je vy = RV2 - wy, 0dnosno

vg =2V2 [?]

Zadatak 3.6. Kruzni disk se obrée po ravnoj podlozi po zakonu ¢ = 2t? [rad], pri
¢emu se vrijeme t mjeri u sekundama. Odrediti brzinu i ubrzanje tacke A na obodu
diska. Polupreénik diska R = 30 cm. (sl.3.6)

RjeSenje:

Ubrzanje tacke A je:
dy = d¢ + a5 = d¢ + asy + dy
Brzina tacke C:
ve=CP,w=CP,-¢p =R-4t
m
ve = 1,2t [?]
Ubrzanje tacke C:
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Slijedi:
- m
(O .2 = . 2 = 2 =
aSy =AC-¢* =0,3-16t%2 = 48¢ [52]

aSy =AC-¢=03-4=12 [SEZ]

Intenzitet ubrzanja tacke A je:

2
ay = \/(aﬁN —ac)?+a$;" , odnosno

a,=1,7/422 - 1) +1 [SEZ]

Zadatak 3.7. Poluga AB se obrée oko nepokretne ose Oz po zakonu ¢ =
%ntz [rad]. za kraj poluge AB vezan je centar diska Il koji se kotrlja bez klizanja

po nepokretnom disku I. Polupreénici diskovasur [m] iR = %r [m]. odrediti brzinu

i ubrzanje tacke C koja se nalazi na obodu diska II (s1.3.7). Vrijeme t se mjeri u
sekundama.

RjeSenje:

sl.3.7.
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Da bi se odredili brzina i ubrzanje tacke C diska II, neophodno je prvo odrediti
ugaonu brzinu diska I1.

Kako je tacka A trenutni pol brzina poluge AB, brzina tacke B je:

vg=(R+1r)p = Gr + r)%nt, odnosno

vg = —rmt

g [3]

it
Tacka P na mjestu dodira diskova I i 1l predstavlja trenutni pol brzina diska I, pa se
moze napisati:

vB=PB-a)”=T"w”

Slijedi da je ugaona brzina diska Il

a ugaono ubrzanje g = —n[s~2]
Ubrzanje tacke C je

C_ic=aB+C_ig=aBT+aBN+agT+agN

- 2
apr =AB-£AB =§T§TL’
10 m
apr =?T7T [5_2]

g = 25 20 2 1)

B 27 2l
Slijedi
_ 100 100 m
ay =CB-w, ?=r- BT mlt? = oL rm?t? [—2]
10 m
B —7B.. —
acr =CB ¢ = 9 T [sz]

93



R. Antunovic

MEHANIKA-Kinematika

Ukupno ubrzanje tacke C je

ac = \/(agzv + apr)? + (af; — agy)?

a. = rm\/2,46 + 1, 1mt? + 2, 052 tt [?2]

Zadatak 3.8. Za mehanizam kao na slici (sl.3.8), u datom polozaju, na¢i ubrzanje
klizata B i ugaono ubrzanje poluge AB. Ugaona brzina poluge OA je w, =

2m [s~1], a ugaono ubrzanje &, = 2w? [s~2]. Duzina poluge 0A = 1 m.

Rjesenje:

sl.3.8.

Ubrzanje klizac¢a B odredeno je vektorom:
dp=d,+dp
> = - SA SA *
ap=durtdsyt+aprtdpy *)
Tangentna komponenta ubrzanje tacke A je

asr = R &y = 8m? [sﬁz]

a normalna komponenta ubrzanja je
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asy = R wy? = 4m? [sﬂz]
Brzina tacke B, na osnovu teoreme o projekciji brzina, iznosi
vg - cos 45° = vy,
pa je vg = 2\2m [%]
S druge strane je, vy = BP, * wup,
odakle slijedi da je Wyp = 2T = Wy.
Normalna komponenta ubrzanja tacke B oko tacke A je
agny=AB - w3z = R wy? = 4m? [SEZ:I
AKo jednacinu (*) pojektujemo na osu stapa AB, dobijamo
ag - cos45° = aur + agy

Odakle dobijamo da je intenzitet ubrzanja tacke B

ag = 12V2m? [?2]

AKO jednaéinu (*) pojektujemo normalno na osu $tapa dobijamo jednacinu
ag - sin45° = a,y + aby
Iz koje je, afy = 12\/§n2§ — 4m? = 8n2.
Kako je af;y = AB - 45, slijedi da je ugaono ubrzanje §tapa AB,
A
BT

E4p = (114:3 = 8n? [s72].

Zadatak 3.9. Za dati mehanizam odrediti brzinu i ubrzanje tacke C u poloZaju
prikazanom na slici (s1.3.9.), ako se krivaja 0,4 obrce konstantnom ugaonom
brzinom w,. Dato je: 0,4 = Rv2,AB = 0,B = BC = R.
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sl.3.9.

Rjesenje:

as Ve

(o))
CN

o

sl.3.9.a

Usvajajuci tacku A za pol translacije poluge AB, brzina tacke B se moze napisati u
obliku:
- _ 2 = A
Vp = Uy + Vg (a)
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gdje su:
vy = 0,4 wy = RwygV2
vh = AB - wyp
Projektovanjem vektorske jednacine (a) na ose Oy i O,,, dobijamo
vg = v, * c0s45° = Rw,
0 = v, -sin45° — vj,
iz kojih se moze odrediti intenzitet brzine tacke B oko tacke A vj:
v8 = Rwg
Sada je ugaona brzina poluge AB,

_ Vb _
(UAB_E_(‘)O

Napomenimo, da smo ugaonu brzinu poluge mogli odrediti i preko trenutnog pola
brzina B, poluge AB, koja se u ovom slu¢aju poklapa sa tackom C, kao

oy = A _ReoVZ
AB_A—PU_ R\/E ad ]

Stap 0,C se obrée oko nepokretne ose koja prolazi kroz tatku 0, i upravna je na
ravan slike. Kako je brzina tacke B $tapa:

vp = 0B - wp,c = Rwo,c,

pa je ugaonu brzinu Stapa 0,C:

Up
Wo,c = R = Wo,

dok je intenzitet brzine tacke C:
Ve = 0z¢ wo,c = 2Rwy
Ubrzanje tacke B $tapa AB, usvajajuci tacku A za pol translacije, dato je relacijom:
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- 2 = A =>A
ap = dy + dgy + dpr (b)

u kojoj je poznat vektor ubrzanja tacke A, €iji je intenzitet:
ay = agh = agy = A0; - wo? = Rwy?V2
Normalno obrtno ubrzanje dgy je intenziteta:
agy = AB - wsp® = Rwg?

Kako tacka B istovremeno pripada i Stapu O, B, koji se obrée oko nepokretne ose
koja prolazi kroz tacku 0,, njeno ubrzanje se moze izraziti kao:

dp = Ao + &g% ()
Intenzitet normalne obrtne komponente ubrzanja tacke B:
ag,zv = B—Oz'wzozc = Rwy?
Intenzitet tangentnog obrtnog ubrzanja je:
ap: = B0, €9,c = R €0,c
1z jednacina (b) i (c¢) dobija se relacija:
Ay + dfy + dr = a +a *02 (d)

Projekcijom jednacine (d) na ose X i y dobijaju se dvije skalarne jednacine:

0
—a,sind5° — afy = —az?
—a,c0s45° — afy = —a:

4COS agr = —agh,

odakle se izraCunavaju intenziteti nepoznatih komponenti:
aBT = 2Rw,?
agr =0

i nepoznata ugaona ubrzanja:
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Ubrzanje tacke C stapa 0,C je odredeno je izrazom:

e = dol + doz (e)

gdje su:
agfv = 0,C" wzozc = 2Rw,”

0, _ . _ 2
acr = 0,C - €9,¢c = 4Rwy

Projektovanjem jednacine (e) na ose datog Dekartovog koordinatnog sistema
dobijaju se projekcije vektora ubrzanja tacke C kao

0
Acy = —api: = —4Rw,?

— 0, _ 2
acy = —Acy = —2Rwo %,

pa je intenzitet ubrzanja tacke C:

aC = ’azcx‘l'azcy = 2\/§Rw02.
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3.5. OBRTANJE KRUTOG TIJELA OKO NEPOKRETNE
TACKE

Kretanje krutog tijela, pri kome neka tacka tijela pri kretanju ostaje
nepokretna, naziva se obrtanje krutog tijela oko nepokretne tacke ili sferno
kretanje krutog tijela. Nepokretna tatka moze biti na tijelu ili da se nalazi van
njega, samo tada mora biti na bilo koji na¢in ¢vrsto vezana za tijelo.

3.5.1. Jednacine kretanja krutog tijela koje se obrce oko nepokretne
tacke
Polozaj tijela pri obrtanju oko nepokretne tacke jednoznacno je

odreden poloZzajem pokretnog sistema referecije Ogp, -koordinatni sistem
koji je ¢vrsto vezan za tijelo, U 0odnosu na nepokretni sistem referencije O,
pri ¢emu je nepokretna tacka O ishodiste ovih koordinatnih sistema.

Jedan od postupaka kojim se definiSe polozaj pokretnog sistema
referencije u odnosu na nepokretni sistem referencije je Ojlerov postupak.
Ojler je pokazao da se polozaj tijela pri obrtanju oko nepokretne tacke
jednozna¢no moze odrediti preko tri ugla, koji se po njemu nazivaju Ojlerovi

uglovi, tako §to se izvrse tri nezavisna obrtanja na slede¢i nacin (s1.57.):

1) Prvo se izvrsi obrtanje pokretnog koordinatnog sistema Oy, oko
vertikalne ose 0, za ugao Y — ugao precesije. Pokretni koordinatni
sistem prelazi u polozaj Oy, ,. Linija presjeka ON nepokretne ravni
Oxy Sa pokretnom ravni Og, naziva se ¢vorna osa.

2) Druga rotacija sistema reference Oy, , izvrsi se oko ¢vorne ose Oy za
ugao 6 — ugao nutacije, koji prelazi u sistem reference Oy, .

3) Treca rotacija pokretnog sistema reference Oy, ¢ izvrsi se oko ose O¢

za ugao ¢ — ugao sopstvene rotacije i time se dobija konac¢ni polozaj
pokretnog sistema reference Oy .
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Sa ova tri obrtanja, moZe se pokretni sistem referencije Ogy ¢, K0ji je ¢vrsto
vezan za pokretno tijelo, prevesti u bilo koji poloZaj u odnosu na nepokretni
sistem referencije O,,,. Smatramo da su Ojlerovi uglovi pozitivni ako se
uocena obrtanja posmatrana sa pozitivnih krajeva osa 0,, Oy i O; Vvide kao
matematicki pozitivna.

sl.57.

Neka se u pocetnom trenutku vremena pokretni sistem referencije
Ogn;  pOKlapa sa nepokretnim sistemom referencije O,,,. Polozaj tijela,
odnosno polozZaj pokretnog sistema reference u odnosu na nepokretni sistem
reference mozemo odrediti preko navedena tri uzastopna nezavisna obrtanja
(rotacije) tijela (sl.57.).

Pri obrtanju krutog tijela oko nepokretne tacke uglovi w, 6 i ¢,
mijenjaju se tokom vremena i oni su funkcije vremena t, pa mozemo napisati

¥ = fi(0) 0=rL0E o= f(1) (3.59)

Ove jednacine u potpunosti odreduju kretanje tijela oko nepokretne

taCke 1 nazivaju se konacne jednacine obrtanja krutog tijela oko nepokretne
tacke ili konacne jednacine sfernog kretanja krutog tijela. Sobzirom na
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prirodu kretanja, ove jednacine treba da su neprekidne funkcije vremena,
jednoznacne i dva puta diferencijabilne.

Treba napomenut da se polozaj krutog tijela pri obrtanju oko nepokretne ose
moze odrediti uvodenjem i drugih uglova, ne samo Ojlerovih. Medutim za
sve postupke osnovno je da se definiSu pomocu tri nezavisna obrtanja tijela
oko odgovarajucih osa.

3.5.2. Ojler-Dalamberova teorema
Svako pomjerenje krutog tijela, koje ima jednu nepokretnu tacku O iz jednog
polozaja u drugi polozaj, moze se izvrsiti jednim obrtanjem tog tijela, za ugao
Aa, oko ose konacne rotacije koja prolazi kroz nepokretnu tacku O (s1.58.).
Neka je u trenutku t polozaj tijela odreden polozajem taaka A i B na sferi, a
u trenutku ty=t+A¢ polozaj tijela odreden je polozajem tacaka A1 i B1. Jednim
obrtanjem tijela oko neke ose koja prolazi
kroz tacku O moguce je tacke A i B na sferi
prevesti u polozaj A1 i Bi na toj sferi.
Spojimo tacke A sa A1 i B sa Bi lucima
velikih krugova i iz sredine lukova AA1 i BB1
povucimo sferne normale. Te normale su
takode lukovi velikih krugova a te sferne
normale ¢e se sje¢i u tacki P na povrSini
sfere.
Sferni trouglovi AABP i AA:BiP su
podudarni, jer su im sferne stranice jednake.
Na taj nacin pomjeranje tijela moze se izvrsiti
jednim obrtanjem tijela oko ose Op i ta 0sa se naziva osa kona¢nog obrtanja,
a ugao 4a naziva se ugao kona¢nog obrtanja.

Ojler-Dalamberova teorema predstavlja geometrijsku
interpretaciju obrtanja krutog tijela oko nepokretne tacke, obrtanje tijela za
ugao 4a oko nepokretne tacke P nije stvarno kretanje tijela, ve¢ samo pocetni
i krajnji polozaj odgovaraju stvarnom kretanju.

Polozaj ose OP zavisi od pocetnog i krajnjeg polozaja tijela. Kada
se prede na graniéni slucaj, kada Ar— 0 lukovi AB i A, B, su veoma bliski
jedan drugom i tada osa konacnog obrtanja mijenja svoj polozaj tezeci

sl.58.
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grani¢nom poloZzaju i naziva se trenutna osa obrtanja za dati trenutak vremena
t. Trenutna osa obrtanja predstavlja geometrijsko mjesto tacaka tijela koje se
obrée oko nepokretne tacke ¢ije su brzine u datom trenutku vremena jednake
nuli.

Sve tacke tijela na trenutnoj obrtnoj osi miruju, a ostale tacke tijela
opisuju elementarne dijelove kruznih lukova u ravnima normalnim na osu ¢iji
je centar na trenutnoj osi.

3.5.3. Trenutna ugaona brzina i trenutno ugaono ubrzanje tijela
koje se obrée oko nepokretne tacke
Srednja ugaona brzina tijela moze se izraziti kao koli¢nik ugla Ao za koji se
tijelo obrne oko trenutne obrtne ose OP i odgovarajuéeg intervala vremena,

A
Wer = A—‘j (3.60)
a intenzitet vektore trenutne ugaone brzine ® jedank je grani¢noj vrijednosti

kojoj tezi srednja ugaona brzina kada pustimo da interval vremena tezi nuli:
. A
w = lim == (3.61)
Vektor @ trenutne ugaone brzine usmjeren je duz trenutne obrtne ose OP.

Medutim ugaona brzina w ne moze Se odrediti izvodom nekog ugla po
vremenu, tj.

w = lim —#—
At—0 At dt

jer pri obrtanju krutog tijela oko nepokretne tacke ne postoji takav ugao, veé
se polozaj tijela odreduje sa tri nezavisna obrtanja.

&

€a Trenutna obrtna osa, tokom kretanja tijela,
mijenja svoj polozaj, ali stalno prolazi kroz
nepokretnu tacku O.
Vektor @ trenutne ugaone brzine mijenja
se tokom vremena po intezitetu i po
pravcu, tako da se i vektor £ trenutnog
ugaonog ubrzanja, odreden prvim
izvodom po vremenu vektora trenutne
ugaone brzine, takode mijenja tokom
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vremena po intezitetu i pravcu i ne poklapa se sa pravcem trenutne ugaone
brzine (sl.59.), gdje su sa indeksima u zagradi oznafene ove vektorske
funkcije u razli¢itim trenucima vremena.

Ako duz trenutne ose obrtanja OP uvedemo jedini¢ni vektor wo onda se
vektor ugaone brzine @ moze napisati kao:

@ = wdo (3.62)

Sada je vektor ugaonog ubrzanja & odreden sa,

£€=— —dt(a)a)o)— L Wotw—=¢&+¢& (3.63)

Komponenta trenutnog ugaonog ubrzanja, koja je jednaka

— dw — .=
1= d_(:(l)o = Wwy (363&1)
karaktretiSe promjenu inteziteta vektora trenutne ugaone brzine « i ima

pravac trenutne obrtne ose, a pocetak vektora nalazi se u nepokretnoj tacki O
(sl.59.a).

Pri analizi komponente &, treba zapaziti da je
vektor w, konstantnog intenziteta i da je kraj
ovog vektora, tatka A, na trenutnoj osi obratnja
OP. Njegov izvod po vremenu predstavlja brzinu
Uy, tatke A koja je odredena sa,

\
P
\
\
\

: L _d@y -
A Uy =——= W
O /, -“\\ A dt 0
o Komponenta trenutnog ugaonog ubrzanja &,
sl.59.a koristeci se izrazom (3.63), jednaka je
&= 0"l = w(@x8) = B, X B = wil, (3.63.b)
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I karakteriSe promjenu pravca vektora trenutne ugaone brzine obrtanja
vektora m. Pravac vektora &, upravan je na ravan vektora w; i w,, gdje je @,
oznaCena ugaona brzina obrtanja vektora . Pocetak vektora €, nalazi se
takode u nepokretnoj tacki O.

Treba napomenuti da je, trenutna ugaona brzina w, zajednic¢ka kinematicka
karakteristika za sve tacke tijela koje se obrée oko nepokretne tacke.

3.5.4. QOjlerove kinematicke jednacine
Sobzirom da se obrtanje tijela oko nepokretne tacke sastoji iz tri nezavisna
obrtanja, moze se trenutna ugaona brzina odrediti polaze¢i od konacnih

jednacina kretanja krutog tijela oko nepokretne tacke, tj. iz Ojlerovih uglova.
: . . Ay A8 . A
Srednje ugaone brzine oko odgovarajucih osa odredene su sa A—T, e A—‘f,

a grani¢ne vrijednosti predstavljaju komponente vektora trenutne ugaone
brzine, gdje je

: . Ay ady . .

Y= lim—=— — ugaona brzina precesije
At—0 At dt

: . AB _ de . .

0= lim —=— — ugaona brzina nutacije

At—0 At dt

. . Ag deg . ..
P = lim — =— —ugaona brzina sopstvene rotacije
At—0 At dt

Vektori ugaonih brzina precesije 1/)E, nutacije 67 i sopstvene rotacije
(/517 usmjereni su duz odgovarajuci osa rotacije O, Oy i Og, €iji su jedini¢ni
vektori k, 7 i B, respektivno (s1.60). Tako da je vektor trenutne ugaone brzine
@ tijela, koje se obrée oko nepokretne tacke, jednak vektorskim zbirom
komponentnih ugaonih brzina precesije, nutacije i ugaone brzine sopstvene

rotacije. Odnosno vektor trenutne ugaone brzine @, tijela koji vrsi sferno
kretanje, moZe se napisati u obliku

@ = Yk + 07 + ¢ . (3.64)
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Da bi smo odredili projekcije vektora trenutne ugaone brzine @ na
ose pokretnog Dekartovog sistema referencije O¢,,¢, napis§imo

wf = (ll)k))f + (971)5 + (QDI_})%'
wy = (k) + (67) + (97), (3.65)
w; = (q’;E)( + (87), + (99);
Projekcije vektora ugaone brzina precesije Wk, na ose pokretnog
koordinatnog sistema su,

(L|JE)f = sin@sing
(IIJE)IL = {ssin @ cos ¢ (3.66)
(QJE)( = cosh

Projekcije vektora ugaone brzina nutacije 67 , na ose pokretnog

koordinatnog sistema su,
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(eﬁ)f =6 cosq; (ér_i)Il = —fsing; (éﬁ)q =0 (3.67)

Projekcije vektora ugaone brzina sopstvene rotacije (,0.17, na ose
pokretnog koordinatnog sistema su,

@V =0; (@V)q =0; (pV); = ¢ (3.68)
Sada su projekcije vektora trenutne ugaone brzine @ na ose pokretnog
koordinatnog sistema Oy, (sl.60), jednake

wg = Psinfsing + 6 cos ¢
wy = Psinf cosp — Hsing (3.69)
we = ycosh+¢

Intezitet vektora trenutne ugaone brzine odreden je sa:

w=\/w§+w%+w§=\/LiJ2+92+c'p2+2LiJ(’pcost9 (3.70)

Projekcije vektora trenutne ugaone brzine, na ose nepokretnog Dekartovog
sistema Oy,,, odredi¢emo izrazima

wy = (§k)_+ (67)_+ (¢D),
wy = (k) +(67) + (9D), (3.72)
w, = (Pk)_+ (67) + (¢D),

Nakon projekcije ugaonih brzina qJF ,071i U na ose nepokretnog

koordinatnog sistema, komponente vektora trenutne ugaone brzine na ose

pokretnog koordinatnog sistema 0O,.,,,, slika (sl.59), su

wy = ¢sin@sinP + 6 cos
wy, = —@sinfcosy + 6 siny (3.72)
w, =+ ¢ cos b

Intezitet vektora trenutne ugaone brzine odreden je sa,
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a)=\/w,%+a)§+w22=\/l]12+92+cp2+21]npc050 (3.73)

Ako su Ojlerovi uglovi poznate funkcije vremena, onda je moguce odrediti u
svakom trenutku vremena vektor trenutne ugaone brzine @, a time i poloZzaj
trenutne obrtne ose OP, jer jer vektor @ usmjeren duz te ose.

a) Projekcije vektora trenutnog ugaonog ubrzanja na ose pokretnog i
nepokretnog Dekartovog koordinatnog sistema

Projekcije vektora £ na ose pokretnog koordinatnog sistema Og,, koji je

¢vrsto vezan za tijelo, odreduju se relacijama:

dw dw dw
= (), m= (), &= (&), (3.74)
S obzirom da se pokretni sistem referencije obrée zajedno sa tijelom, jedini¢ni

vektori 4, i i ¥ pokretnih osa su promjenljivog pravca.

Prema Ojlerovoj formuli, za odredivanje vektora brzine, mozemo napisati da
je

ef=(@)g=@-Z=i(a-2)—*§=%—a-(axi)=%,

jer je 5-(5></T) =0, posto je vektor @ X A upravan na vektor @.
Analognim postupkom dokazuje se tacnost preostale dvije relacije sistema
jednacina (3.74).

Polaze¢i od projekcija trenutne ugaone brzine na pokretne ose (3.69),
primjenom formule (3.74), dobija se:

s;=1ﬁsin95in<p+1[19€os€singo+1/)¢sinecosga+§cosga—égbsin<p
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8,7=1])sin9cosqo+1/)9€os9cos(p—1[J<psin95in<p—§sin(p—égbcosgo (3.75)
sgzzﬁcose— YOsing+¢.

Sada se intenzitet vektora ugaonog ubrzanja € odreduje obrascem,

€= \/ng + &% + &2, (3.76)

a pravac vektora £, u odnosu na pokretni koordinatni sistem 0én¢, odreduje
se formulama:

cos«(é, /T) = %; cosk (€, i) = %”; cosx(E,v) = % (3.77)

Projekcije vektora trenutnog ugaonog ubrzanja & na ose nepokretnog sistema
referencije Oy, jednake su izvodima po vremenu odgovaraju¢ih projekcija
vektora trenutne ugaone brzine @ na iste te ose, tj.

dw dwy (da’) dwy (da’) dw,
E, = — = &, =— =— &, =|— - 378
x (dt)x ac 'Y a/y at’ 7Z at/),  dt’ ( )

vz, Konstantni.
Koriste¢i sistem jednac¢ina (3.72) primjenom formula (3.78) dobi¢emo
sljede¢e vrijednosti za projekcije vektora € na ose nepokretnog sistema
referencije:

pri ¢emu su 7,7,k jediniéni vektori nepokretnih osa O,

ge=@sin@siny+ @6coshsiny+@isingcosp+ 6cosp — 01siny
gy =—@sinfcosp+ ¢ 0 cosbcosp+¢y sinfsinp+ 6sin+ 6y cosyp (3.79)
g =10 + GcosO—@0Osing,

Sada je intenzitet vektora €, moguce odrediti formulom:

e=.&%+¢&2+¢2 (3.80)

Pravac vektora £ u odnosu na nepokretni sistem reference O,,,, odreduje se
formulama:
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cos<(&1) = %"; cosx(& ) = %y; cosx (&) = % (3.81)

3.5.5. Brzine tacaka tijela koje se obrce oko nepokretne tacke
Brzina proizvoljne tacke M krutog tijela, koje se obrc¢e oko nepokretne tacke,
odredena je, primjenom Ojlerovog obrasca, sa

gdje je 7, vektor polozaja tatke M mjeren od nepokretne tacke O.

Kako je ugaona brzina @ odredena za taj trenutak
vremena, tako je i brzina tacke M definisana samo
za dati trenutak vremena. Moze se reéi, u
proizvoljnom trenutku vremena t, trenutni
raspored brzina taCaka tijela koje se obrée oko
nepokretne tacke jeste takav kao kod tacaka tijela
koje se obrée oko nepokretne ose koja prolazi
kroz nepokretnu tacku O, u ovom slucaju oko
trenutne obrtne ose rotaije OP (sl.61).

Intezitet vektora brzine tacke M je:

[y | = |6 X 7y | =
wTy sin < (@,7y) = wh, (3.83)

slol.

M od trenutne obrtne ose OP.

gdje je h,, normalno (najkrace) rastojanje tacke

Vektor brzine tacke M, u odnosu na nepokretni odnosno poretni koordinatni
sistem, mozemo napisati u obliku
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I i i ]k
73M = a—)’x?M =W Wy W7 = |wy Wy Wy (3.84)
¢ n g x ¥y 7z

Na osnovu ove jednacine, slijedi da su projekcije vektora brzine tacke M na
ose pokretnog koordinatnog sistema O,

v§=ﬁz=wnf—w<n
vy = Vil = wié — wel (3.85)
Ve = UV = wg ) — wyé

gdje su 4, i i  jedini¢ni vektori pokretnog koordinatnog sistema Ogne-
Projekcije vektora brzine na ose pokretnog koordinatnog sistema O,,,, su

> >
Ve SVI=WyZ— W,y
Uy = U] = WX — WyZ (3.86)

—

Ve =TV k= wey — wyx

gjesutji K jedini¢ni vektori nepokretnog koorinatnog sistema Oy,

Intenzitet vektora brzine tacke M odreduje se formulom

v= /v§+vﬁ+v§2=./v§+v§+v§ (3.87)

a) Odredivanje poloZaja trenutne obrtne ose
Trenutna obrtna osa OP tokom vremena mijenja svoj poloZaj u prostoru
prolazeci stalno kroz nepokretnu tacku O. Buduéi da je svaka prava odredena
polozajem dvije tacke, druga tacka trenutne obrtne ose moze se odrediti iz
svojstva da sve tacke koje leZe na trenutnoj obrtnoj 0si imaju brzinu jednaku
nuli, tj.
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I i b i ]k
V=0 X = Wg Wy Wl = [w,y Wy Wy =0 (3.88)
§ n g x y z

Ova jednacina bi¢e zadovoljena ukoliko su projekcije brzina na ose pokretnog
i 0se nepokretnog koordinatog sistema jednake nuli, a iz ovog uslova slijede
jednacine trenutne obrtne ose u odnosu na pokretni sistem referencije Ogy,¢

Su,
£_m_3 (3.89)

a)f wn a)(

i u odnosu na nepokretni sistem referencije Oxyz su,

X_y_z (3.90)

b) Aksiodi. Jednacine pokretnog i nepokretnog aksioda

Geometrijsko mjesto polozaja trenutnih
obrtnih osa OP u odnosu na pokretni sistem
referencije Oy, koji je Cvrsto vezan za tijelo,

Pokretni
aksoid Ap

N

predstavlja konusnu povrSinu sa tjemenom u
nepokretnoj tacki O i naziva se pokretni
aksoid, a geometrijsko mjesto polozaja
:s:;{';fzt[:“ trenutnih  obrtnih osa OP u odnosu na
nepokretni  sistem  referencije  Oxyz,
predstavlja takode konusnu povrsinu sa vchom
u nepokretnoj tacki O i naziva se nepokretni
$162. aksoid (sl.62).

Poanso je formulisao slede¢u teoremu: obrtanje krutog tijela oko nepokretne
tacke moze se geometrijski interpretirati kao kotrljanje bez klizanja
pokretnog aksoida koji je ¢vrsto vezan za pokretno tijelo po nepokretnom
aksoidu tako da se u svakom trenutku vremena ostvari ugaona brzina

kotrljanja koja odreduje ugaonu brzinu stvarnog kretanja tijela.
Iz jednacina tenutne ose obrtanja. u odnosu na pokretni i nepokretni

sistem referencije, eliminacijom vremena t dobijamo jednacine,
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& we(t)

= 01(t)

N ooy
(3.91)
5 = _a){(t) =
n " o @, (t)
Ako se iz ovih jednafina moze eliminisati parametar t, dobija se jednacina
pokretnog aksoida, kao
§3
=,=)=0 3.92
055 (3.92)
Odnosno, u odnosu na nepokretni sistem referencije, proizilaze jednacine

2=20 - 10

y wy(t)

(3.93)
z — wz(t) —
S f2(t)

Ako se iz ovih jednafina moze eliminisati parametar t, dobija se jednacina
nepokretnog aksoida, kao

f3)=0 (3.94)

J
vy

3.5.6. Ubrzanje tacaka krutog tijela koje se obrcée oko nepokretne
tacke
Vektor ubrzanja proizvoljne tacke M krutog tijela koje se obrée oko
nepokretne tacke odreden je kao prvi izvod po vremenu vektora brzine tacke,
pa mozemo pisati,

- av d ,— - dw - — ar
i=2=Z(GxP) =2 x7+ad xZ, odnosno
dt dt dt dt
G EXT+EBXB=ExXP+ 8 X @ X7 (3.95)

Iz jednacine (3.95) je ocCigledno da je vektor ubrzanja proizvoljne tacke
odreden vektorskim zbirom dvije komponenate ubrzanja (sl.63), pa je
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a=d,+d, (3.96)
Prva komponenta ubrzanja d,, naziva se obrtno ubrzanje tacke M i odredena
je sa:

-

d, =EXT=(+&)X =& X 7+ & X 7, o0dnosno

d. =8, x P+ @y x @) x 7 (3.97)

Prema tome, vektor obrtnog ubrzanja tacke odreden je sa,

C_l)g = C_l)gl + C_l)gz (398)
Druga komponenta ubrzanja d,, naziva se
aksipetalno ubrzanje tacke M, Ciji je vektor
ubrzanja odredeno sa
d,=wXV=wx (W x7) (3.99

Sada se, vektor ubrzanja proizvoljne tacke u
odnosu na pokretni koordinatni sistem Og.,

moZe napisati u obliku

A i B |1 g @
d=d,+d, =EXT+BXV=|e; & ¢&|+|ws w, w,| (3.100)
§ n ¢ Ve Uy V¢

odnosno, u odnosu na nepokretni koordinatni sistem 0., kao

T 7k T 7k
&l T |wx wy, w, (3.101)
X y z Uy Vy VU,
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gdje su Z,ﬁ i U jedini¢ni vektori pokretnog koordinatnog sistema Og,; a

7,7 i k jedini¢ni vektori nepokretnog koorinatnog sistema Oyyz.

Projekcije vektora ubrzanja a tacke M tijela na ose pokretnog sistema
reference Og;,; odredene su izrazima,
as = & ¢ — & N+ wyv; — Wy
ap = &8 — & ( + WV — wevg (3.102)
a; = €N — €48 + WUy — Wy Vg

zamjenjujuci,

Ve =wp {—weN; Vy = W —wel 1 v = we N — wyé,
jednacina za ag, svodi se na oblik,

as =&, ¢ — &N+ wp(weg N — wyé) — we(Wgé — wg) =
=g, { — & N+ wewy N + wew; { — E(wh + wf)

Ako za kvadrat ugaone brzine, iskoristimo izraz,

w? = wi + wi + wf,paje Wi+ w; = W — w§

tada se predhodna jednacina, kao i ostale jednacine sistema (3.95), svode na
oblik,

ag =&, { — &N+ wg (wg + nwy + {w;) — Ew?
ay =& & — & { + wy (Swe + o, + {w;) — nw? (3.103)
a;=en—¢& &+ w; (§ws+ o, + (wy) — (w?

Analognim postupkom iz relacije (3.95) dobi¢emo vrijednosti za projekcije

vektora ubrzanja tatke M na ose nepokretnog koordinatnog sistema O, kao
Ay = 6,2 — &y + @y (X, + yo, + zw,) — xw?
Ay =€, X — & Z+ Wy (xwx + yw, + zwz) — yw? (3.104)

azzsxy—eyx+a)z(xwx+ yw, + zwz)— Zw?
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Intenzitet vektora ubrzanja tacke M, odreduje se obrascem

a= /a§+a,2,+a(=,/a§+a32,+a§ (3.105)

Projekcijom vektora ubrzanja na ose pokretnog i nepokretnog koordinatnog
sistema, mogu se naci skalarne vrijednosti komponentnih ubrzanja, odnosno
intenzitet ukupnog ubrzanja tacke tjela koja vrsi sferno kretanje.

3.5.7. Precesiono kretanje krutog tijela

z Obrtanje  krutog tijela oko

P\ . nepokretne tacke, kada se vektor
X&/__ trenutne ugaone brzine mijenja

;i \/,,-/ e _7\ samo po pravcu, tj. kada je vektor
/ J/ONNE ugaone  brzine  konstantnog
f ‘L /,,"'An intenziteta |&| = cons., naziva se
Ap \ precesiono kretanje krutog tijela.
Y Tada su pokretni i nepokretni

/// 3 Y aksoidi pravi kruzni konusi sa

e tjemenom u nepokretnoj tacki O

sl.64. (sl.64).

Ako se sa w; oznac¢i ugaona brzina kojom se pri obrtanju tijela oko
nepokretne tacke O kotrlja pokretni aksoid A, po nepokretnom aksiodu A,
obréuéi se oko nepokretne ose 0,, onda se vekor trenutnog ugaonog ubrzanja
tijela moZe odrediti kao,

£=6 =W, X, (3.106)

jer je w = const., pa je komponenta &; = 0. Sa @, oznadena je ugaona brzina
obrtanja vektora @ oko nepokretne tacke a sa W, oznaCena je sopstvena
ugaona brzina aksoida A,.
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Do ove jednacine mogucée je dodi i na taj nacin Sto se odredi brzina
kraja vektora w po Ojlerovom obrascu,

=L -5 xa (3.106a)

Obrtno ubrzanje proizvoljne tatke M, odredeno je izrazom
A, =0, =& X7 = (W X&) X7 (3.107)
jer je &g = 0, posto je w = cons.

Na ovaj nacin pri precesionom kretanju hodograf vektora trenutne
ugaone brzine je krug, pa je tangenta na kruznu putanju pravac vektora
trenutnog ugaonog ubrzanja €, a time se jednostavno odreduje i pravac
vektora @, koji je normalan na pravac vektora (&, 7).

Zadaci

Zadatak 3.10. Prav kruzni konus polupre¢nika R=20 [cm] kotrlja se bez klizanja po

nepokretnom konusu, tako da mu tacka O za vrijeme kretanja ostaje nepokretna.

Brzina tacke A konusa iznosi v, = 10t [%]

Odrediti ubrzanje tatke C pokretnog konusa u trenutku t=2 [s], ako je ugao pri vrhu
oba konusa jednak 2a = g (s1.3.10).

Rjesenje

Posto se pokretni konus kotrlja bez klizanja po nepokretnom konusu, to je polozaj
trenutne ose obrtanja odreden izvodnicom OB i duz te ose usmjeren je i vektor
trenutne ugaone brzine @ tijela (s1.3.10.). Na osnovu toga slijedi da je intezitet
ugaone brzine odreden izrazom:

Zg - Rcosa [_]
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s1.3.10.

Posto se trenutna ugaona brzina mijenja i po intezitetu i po pravcu, to je na
osnovu jednacine slijedi da je vektor trenutnog ugaonog ubrzanja moguce napisati u
obliku:

=& +E¢,

Komponenta &; ugaonog ubrzanja tijela usmjerena je duz prave OB, tj. duz
vektora trenutne ugaone brzine @ jer ona odreduje promjenu inteziteta ugaone brzine
i odreduje se obrascem:

do 2

§=—=—35
dt 2

Da bismo odredili komponentu £, ugaonog ubrzanja tijela kojom se odreduje

promjena pravca vektora ugaone brzine, iskoristicemo jednacinu (3.63b) prema

kojoj je,

-2

& =@, X3

Prema ovoj jedna&ini potrebno je da odredimo ugaonu brzinu @; kojom se
obr¢e vektor ugaone brzine & oko ose Oz. Kada konstruisemo trougao vektora
ugaonih brzina (sl.3.10), dobi¢emo:

1
w; = wcos 45° = Ets‘1

Vektor w; usmjeren je duz ose Oz na dole, pa tada, s obzirom na to da je poznata i
ugaona brzina tijela w, nalazimo da je intenzitet komponente ugaonog ubrzanja
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2

& = |0, X d| = w,; a)sinZ =7 [s72]
a kao vektor, komponenta ugaonog ubrzanja &,, upravna je na ravan OAB i paralelna

je vektoru brzine v,.

Na osnovu odredenih komponenata vektora trenutnog ugaonog ubrzanja
tijela, ubrzanje tacke C odredi¢emo relacijom:

dc = dg, +dg, +d,
Komponenta obrtnog ubrzanja tacke C,

de, = & X 0C,
usmjerena je po normali na ravan vektora &; i OC i paralelna je brzini v,.

Intezitet te komponente ubtzanja odreden je izrazom:

S cm
ag, = & 0C -sin90° = 20 PYa
Komponenta obrtnog ubrzanja tacke C,
dsz = 52 X W‘)
usmjerena je po normali na vektoru OC u ravni COB a po intezitetu je jednaka:
- cm
Qe = £ 0C ~sin90° = 5v2t* —
Aksipetalno ubrzanje tacke C odredeno je formulom:
d, =w X 7,
i usmjereno je po izvodnici konusa OC sa smjerom ka tacki O, a njegov intezitet je:

m

a, = hyw? =0C w? =10v2t2 =

sz’
Ubrzanje tacke C odredeno je vektorskim zbirom tri medu sobom upravne
komponente, pa je intezitet ubrzanja tacke C odreden izrazom:

1
ac = /a§1+a§2+aﬁ, = 4+Et4+2t4

a u trenutku t=2's, ono iznosi: ac = 20v/11 CSLZ"
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Zadatak 3.11. Konusni zupcanik |, polupre¢nik R obrée se konstantnom ugaonom
brzinom w; oko horizontalne nepokretne ose. Zupcanik Il polupre¢nika R koji je
zahvacen zupCanikom | dovodi se u kretanje pomocu krivaje savijene pod pravim

. , . 3 .y . . .
uglom, koja se obrée ugaonom brzinom w, = 5 @1, pri cemu Je smjer ugaone brzine
-, isti kao i smjer ugaone brzine w, (sl.3.11.).

Odrediti trenutnu ugaonu brzinu w i trenutno ugaono ubrzanje & zup¢anika

Il kao i ubrzanje tacke C zupcanika Il, ako je ugao 2a; = 120° 2a, = 60°, a 0se
zupcanika se sjeku u tacki O.

A
R
y//// / :\‘\
i} -
-
W1~
I - /
D

sl.3.11.

RjeSenje:
Posto je brzina tacke A zupcanika | poznata, to sobzirom da je ona
zajednicka tacka za oba zupcanika, mozemo saglasno Ojlerovoj formuli napisati:

V4 = Rwik = Wy Wy 0] = (wyR — wyNk (@)
-R —-r O

Isto tako polazeci od izraza za brzinu tacke B, kao tacke koja pripada krivaji
i zupcaniku |1, moZemo napisati:

I A B
133 = R(Uzk = Wy (Uy 0| = R (l)y k (b)
—R 0 0
1z jednacina (a) i (b), neposredno dobijamo:
2
(Uy = (1)2 = §(U1,
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RV3
x = R(wy — wq) ”wa =R(w; —wy) =
V3
(Ux == 7([)1

pa je intezitet trenutne ugaone brzine, odreden izrazom:

W= /w§+wy=\/§w1 s71

Ugao a, koji vektor ugaone brzine @ gradi sa osom Ox, odreden se relacijom:

w
tga=—y=\/§=> a = 60°
wx
Posto je trenutna ugaona brzina w konstantnog inteziteta, to je trenutno ugaono
ubrzanje zupcanika Il odredeno formulom:

- —_— — - . o Bﬁ 2
E=wxw = |€| =€ =w,wsin30 = @1

a kao vektor &, suprotan je pravcu ose 0, i prolazi kroz tatku O, tj & = —¢ k.

Ubrzanje take C, odredeno je formulom:

—_—

aczdcs+acw:§x 0C+6x 1_7)6'.

Pri tome vektor d,_ je u ravni Oy, a vektor dc_ je u pravcu duzi 0C sa smjerenjem

ka tacki O, (sl.3.11.).
Brzina tacke C odredena je sa,

B.=0C X @=-0Cwk
Komponente ubrzanja tacke C, odredene su izrazima:

3
=ERO)%;

= ZR\/_(Ul

a Ce

I
Sl ©
1m|

ac

w

pa je intenzitet ubrzanja tacke C,

— ’ 2 2 __ [57
ac = |a¢ +ag, Rw1
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3.6. OPSTE KRETANJE SLOBODNOG KRUTOG TIJELA

3.6.1. Jednacine opSteg kretanja slobodnog tijela
Opste kretanje slobodnog krutog tijela jeste takvo kretanje pri kome
tijelo moze da zauzme bilo koji poloZaj u prostoru (sl.65.).
zA

Odredivanje polozaja tijela, pri opstem kretanju, svodi se na
odredivanje polozaja pokretnog koordinatnog sistema Og,¢, Koji je Cvrsto
vezan za pokretno tijelo, u odnosu na nepokretni sistem referencije Oy 5, ;-
Polozaj tijela pri kretanju u odnosu na sistem referencije Oy, ,, koji je ¢vrsto
vezan za taCku O pokretnog tijela, odreden je preko tri Ojlerova ugla v, ¢ i 6.
Sobzirom da se i sam pol O krece, polozaj pola O u odnosu na nepokretni
sistem referencije odreden je sa tri Dekartove koordinate Xio, Yio0i Z10. Na taj
nacin, polozaj pokretnog koordinatnog sistema O;,,; U odnosu na nepokretni
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sistem referencije 0,y,,,,,, odnosno polozaj krutog tijela pri opStem retanju,
odreden je sa Sest generalisanih koordinata: Xio, Y10, Z1o, ¥, 6 i .

To znaci da slobodno tijelo koje vrsi opSte kretanje ima Sest stepeni
slobode, tj. moze da vrsi Sest nezavisnih kretanja, tri translacije duz osa
nepokretnog koorinatnog sistema i tri nezavisne rotacije oko osa koje prolaze
kroz pol O, §to je odredeno Ojlerovim uglovima.

Konac¢ne jednacine opsteg kretanja slobodnog krutog tijela ili zakon
opsteg kretanja slobodnog krutog tijela imaju oblik,

X10=[1(®) Yo =f2(0) 210 = f3(0)
Y = fo(t) 0 = f5(t) @ = fe(t)

Prve tri jednacine odreduju translaciju pola O, zajedno sa sistemom
referencije Oxyz, tj. prenosno kretanje krutog tijela koje je odredeno vektorom
brzine v, i vektorom ubrzanja do.

Poslednje tri jednac¢ine odreduju obrtanje krutog tijela oko pola O, tj. relativno
kretanje krutog tijela u odnosu na nepokretni sistem referencije Oy, y, , -

(3.108)

3.6.2. Brzine tacaka tijela koje vrsi opSte kretanje

P
PoloZaj proizvoljne tacke M u
ey 2 & odnosu na nepokretni  sistem
Z 1 referencije 01y,y,,,, odreden je
0 > N vektorom polozaja,
M ; y
e VO FM = _)0 + ﬁM (3109)
X ’{0 /{T‘\
gdje je#,  vektor polozaja
0, pokretnog pola O, a g, je vektor
yi polozaja tacke M u odnosu na
pokretni pol O.
Xl s1.66.
- d_) d - - d_) d_) - — -
Uy = ;:"za(ro+pM)=£+%=vo+w X Py (3.110)
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Druga komponenta odreduje brzinu tacke M tijela pri njegovom
obtanju oko pola O kao nepokretne tacke, tj. B = @ xf,, tako da je vektor
brzine tacke krutog tijela pri njegovom opstem kretanju (S1.66.), odreden sa

By = B + DY (3.111)

Brzina proizvoljne tacke M, pri opStem kretanju slobodnog krutog tijela,
jednaka je vektorskom zbiru translatorne brzine v,, pokretnog pola O i obrtne
brzine ¥9 koju tacka M ima kada se tijelo obrée oko pola O, kao nepokretne
tacke, odnosno oko trenutne ose koja prolazi kroz pol O.

3.6.3. Ubrzanje tacaka tijela koje vrsi opSte kretanje
Vektor ubrzanja proizvoljne tacke M odreden je prvim izvodom po
vremenu vekotra brzine tacke M:

- _d'l_jM_i - - _d_'l_jo i -
ay =—"~ —dt(v0+vM)— ” +dt(vM) (3.112)
odnosno,
G W A sy Ay 4T s dDy
ay = dt+dt(a)><pM)— T XPut @ X (3.113)

Jednacinu (3.113) mozZemo napisati u obliku,
y =d,+& X py+@ X VY =d, +dy. (3.114)

Komponenta d,, predstavlja translatorno ubrzanje usljed kretanje pola
O, dok komponenta,
i = € X py +@d X By (3.115)
predstavlja komponentu ubrzanja tacke M, koja nastaje usled obrtanja tijela
oko pola O, koja se naziva obrtno ubrzanje tacke M oko pola O.

Ubrzanje proizvoljne tatke M pri opsStem kretanju slobodnog krutog tijela
jednaka je vektorskom zbiru translatornog ubrzanja d, pokretnog pola O i
obrtnog ubrzanja d$ koje tacka M ima kada se tijelo obrée oko pola O, kao
nepokretne tacke, odnosno oko trenutne obrtne ose koja prolazi kroz pol O.
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4. SLOZENO KRETANJE TACKE

U ranijim razmatranjima, u kinematici tacke, analiza je vrSena a da se nije
vodilo racuna o tome da li tacka ucestvuje u jednom ili vise kretanja. Kretanje
taCke koja ucestvuje u vise komponentalnih kretanja naziva se sloZeno
kretanje i moze se posmatrati U odnosu na uslovno nepokretni koordinatni
sistem vezan za Zemlju, ili u odnosu na pokretni kordinatni sistem koji je
vezan za tijelo po kome ili u kome se krece posmatrana tacka.

4.1. RELATIVNO, PRENOSNO I APSOLUTNO KRETANJE TACKE
Neka se tacka M krece po tijelu za koje je ¢vrsto vezan pokretni sistem
referencije Og;,; i neka se istovremeno tijelo proizvoljno kreée u odnosu na

nepokretni sistem referencije 0,,y,, tj. neka se pokretni sistem referencije
Ogy¢ krece na proizvoljan nacin u odnosu na nepokretni sistem referencije
O1xyz (S1.67.).

Kretanje tacke M u odnosu na pokretni sistem referencije Ogp.,
odnosno pokretno tijelo, naziva se relativno kretanje tacke.

zA
@ M
\
7 ¢
/e
R - /o
k r __]O u J//E.a
L M
O - n
H j | Zo y
/XD
7
Soow’s L
X
sl.67.
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Kretanje tatke M u odnosu na nepokretni sistem referencije Oy,
odnosno nepokretno tijelo, naziva se apsolutno kretanje tacke ili slozeno
kretanje tacke. Kretanje pokretnog sistema referencije O, odnosno
pokretnog tijela, u odnosu na nepokretni sistem referencije 0;y,,, 0dnosno
nepokretno tijelo, naziva se prenosno kretanje.

U vezi sa slozenim kretanjem taCke uvodi se pojam apsolutne,
relativne 1 prenosne brzine tacke 1 pojam apsolutnog, relativnog i prenosnog
ubrzanja tacke.

Apsolutna brzina v i apsolutno ubrzanje @ tatke M su brzina i ubrzanje
koje tacke M ima pri kretanju u odnosu na nepokretni sistem referencije

01xyz-

Relativna brzina v, i relativno ubrzanje @, tacke M su brzina u
ubrzanje koje tacke M ima pri razmatranju kretanja tacke u odnosu na
pokretni sistem referencije O .

Prenosna brzina #, i prenosno ubrzanje dp tatke M, su apsolutna

brzina i apsolutno ubrzanje one tacke pokretnog tijela za koje je ¢vrsto vezan
pokretni sistem referencije Ogy;, sa kojom se u datom trenutku vremena
poklapa pokretna tacka M.

PoloZzaj pokretnog sistema referencije Ogy,¢, U 0dnosu na nepokretni sistem
referencije O,y,,, odreden je vektorom polozaja 7; pola O i jedini¢nim

vektorima 1, i , ¥ pokretnih osa.
PoloZaj tatke M, u odnosu na pokretni sistem referencije Oz, ¢, odreden je
vektorom poloZaja:

Py = EX+ i+ ¢V (4.1)
Ako je vektor polozaja tacke M poznata funkcija vremena, onda je relativno
kretanje tacke odredeno.
Polozaj tacke M, u odnosu na nepokertni sistem referencije O.xyz, odreden je
vektorom poloZzaja:

Py =% +py =7 +EL+ni+ v (4.2)

pri ¢emu su promjenjljjive ne samo veli¢ine 7, i relativne koordinate poloZaja
tatke M(&,1,¢), ve¢ i jedini¢ni vektori pokretnog koordinatnog sistema
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A, iV, koji mijenjaju pravac prilikom obrtanja pokretnog sistema
referencije oko pola O.

4.2.  BRZINA TACKE PRI SLOZENOM KRETANJU
Apsolutna brzina tacke M jednaka je prvom izvodu po vremenu vektora
polozaja 7, date tacke, odnosno

5 g Gu _ iy dpu
VM=V = T T a (4.3)
Pri tome je apsolutni izvod vektora poloZaja g, odreden izrazom:
dpu _ 7 dny  dCn  cdl o di o dD
dt _dt/1+dt‘u+dtv+€dt+ndt+(dt (4.4)

Uzimajuéi u obzir da su izvodi jedini¢nih vektora pokretnih osa odredeni
relacijama

a1l - > di_ - L. dv >

- = X —_— = X —_— = X .

a0 A LW X i — =0 XV (4.5)
to se apsolutni izvod vektora g, moZe napisati u obliku

dﬁM df_) dn—> d(—) — g — - —_ -

T4+ = X A X X

it at +dt‘u+dtv+w + w U+ o v
odnosno,

dﬁM _ dr,[_))M — g - - _ = e -
7—7+wx(fl+nu+5v)—vr+wpXpM (4.6)
U prethodnoj jednaCini je sa & = &, oznaCena trenutna ugaona brzina
prenosnog kretanja pokretnog sistema referencije Og,. (pokretnog tijela), dok
drﬁM
dt

je sa oznalen izvod vektora polozaja gy, odreden u pokretnom
koordinatnom sistemu O¢,¢, $to odreduje vektor relativne brzine v,

Relativna brzina tacke M jednaka je:

- _d‘,«ﬁlv[_d_f_> d_77—> d_(—>
Ur = —dt/1+dtu+dtv 4.7)
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Relativna brzina tacke, predstavlja brzinu tatke M pod prepostavkom
da se mijenjaju samo relativne koordinate &,n,{, dok se prepostavlja da
pokretni sistem referencije uslovno miruje.

Apsolutna brzina tacke M je:

dfy _ dPy | APy - . — . .
— =—4+—=v X 4,
dt a T ar o+ Wp X Pyt (4.8)

>
v

Ako zamislimo da je tacka M Cvrsto vezana za pokretno tijelo (pokretni sistem
referencije) onda je njena relativna brzina jednaka nuli #. = 0, pa iz
prethodnog izraza definiSemo prenosnu brzinu tacke M, kao

Up = Uy + Wy X Py (4.9)
Prenosna brzina tacke M, prestdavlja brzinu tatke M pod pretpostavkom da
tacka M ne vr$i relativno kretanje u odnosu na pokretno tijelo (pokretni sistem
referencije), ve¢ je tacka ¢vrsto vezana za pokretno tijelo i krece s zajedno sa
njim u odnosu na nepokretni sistem referencije.

Sobzirom da tijelo vrsi opste kretanje u prostoru to je prenosna brzina
bilo koje njegove tacke, u ovom sluc¢aju prenosna brzina tacke M, odredena
vektorskim zbirom brzine pola O 9, i obrtne brzine @, x gy, usljed obrtanja
pokretnog tijela oko pola O.

Konaéno,_apsolutna brzina tacke pri njenom slozenom kretanju jednaka je:

U =Up+ Ur (4.10)
tj. apsolutna brzina tacke M jednaka je vektorskom zbiru prenosne i relativne
brzine tacke.

Intenzitet apsolutne brzine tacke, pri slozenom kretanju, je

9] =v = \/vﬁ + v? + 2vyv.cos < (Up, V)

Ako pokretno tijelo vrsi ravno kretanje, tj. prenosno kretanje tacke je ravno
kretanje, prenosna brzina se odreduje obrascem:

-

By =B, + @y X Py =B + DY (4.11)
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Ako pokretno tijelo vrsi obrtanje oko neporetne tacke ili oko nepokretne ose
onda je prenosna brzina odredena sa:

U, = @y X Py (4.12)
Ako tijelo vrsi translatorno kretanje, prenosna brzina tacke je v, = .

4.3. UBRZANJE TACKE PRI SLOZENOM KRETANJU
Vektor apsolutnog ubrzanja tacke M, pri slozenom kretanju tacke,
odredeno je prvim izvodom po vremenu vektora apsolutne brzine tacke M:

- d*) s . — -
dv°+ﬁXpM+wpxd’ﬂ+% (4.13)

> d - — > -
d=—=—(v, + w, X v,) =—2
dt(o+ p X Pu+ T) dt dt

Apsolutni izvod relativne brzine 7, tatke M, odreden je na isti na¢in
kao i apsolutni izvod vektora gy, tj.
@y _ di¥y

T TWp X U =dr+ &y X Uy (4.14)

Relativno ubrzanje tatke M, u prethodnom izrazu je

> dv, _ dipy _ d?& > | d?n - d*( 5

G =" = Taez dt2/1+dt2‘u+dtzv (4.15)
i ono karaktreriSe promjenu relativne brzine v, pod pretpostavkom da
pokretni sistem referencije miruje.

Apsolutno ubrzanije tacke, svodi se na oblik:

dl_ﬂ)o dwp

- dp dav,
qg =04 PM T
dt dt

X Py + Wp X —=+—=, odnosno

d=d,+8& X Py +a, X (B, + @, X py) +ad, + &y X

pa je, vektor apsolutnog ubrzanja tatke odreden sa

QU

d=1do+& X py+@yx (B, X py) +dr +28, X Uy (4.16)

Pri ¢emu je d, ubrzavnje pola O, a &, je vektor trenutnog ugaonog ubrzanja
pokretnog tijela, odnosno ugaono ubrzanje prenosnog kretanja.
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Prenosno ubrzanje tatke M moze se odrediti ako zamislimo da tacke M ne
vr$i relativno kretanje, ve¢ je ¢vrsto vezana za pokretno tijelo, tako da su
relativna brzina i relativno ubrzanje jednaki nuli.

Onda je prenosno ubrzanje tacke, kada pokretno tijelo vrsi opste kretanje,
odredeno sa:

-

Gy =Gy + 8y X Py + By X (By X fag) = o +2y X fyy+8p x 9y (4.17)

U izrazu za apsolutno ubrzanje tacke, figurise komponenta 2w, X ., koja
predstavlja Koriolisovo ubrzanje, tj.

oor = 28, X ¥ (4.18)

Kona¢no, moZzemo napisati da je vektor apsolutnog ubrzanja tacke, pri
slozenom kretanju, odreden relacijom

d=dy+ dy + dcor (4.19)

Odnosno, mozemo kazati, da je apsolutno ubrzanje tacke pri njenom
slozenom kretanju jednako vektorskom zbiru prenosnog, relativnog i
Koriolisovog ubrzanja.
Posto u opStem slucaju, vektori prenosnog, relativnog i Koriolisovog ubrzanja
nisu medusobno upravni, intezitet apsolutnog ubrzanja tacke M, u
Dekartovom koordinatnom sistemu, moguce je odrediti ako se nadu
projekcije vektora apsolutnog ubrzanja na tri upravne ose,

Ay = Apx t Qrx + Acorx

Ay = Qpy + Ary + Acory (4.20)

Az = Apz + Ay + Acorz
pa je intenzitet apsloutnog ubrzanja tacke odreden sa,

a=.az+ a3+ aZ (4.21)
U slucaju kada je prenosno kretanje translatorno, tada je apsolutno ubrzanje

tatke M jednako vektorskom zbiru prenosnog i relativnog ubrzanja tacke
(sl.68.a).
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7 |
¢ N
() —-V
dr °
W g
I{' (] 7\‘0}1— n
o /
el y
g
X
sl.68.a

U slucaju da se prenosno kretanje sastoji i od obrtanja, tada se vektoru
apslolutnog ubrzanje tacke dodaje i komponenta Koriolisovog ubrzanja.

Konstrukcija vektora Koriolisovog ubrzanja

Koriolisovo ubrzanje, nazvano po francuskom nauc¢niku G. Koriolisu
(1792 — 1843), karakteriSe uzajamno dejstvo prenosnog i relativnog Kretanja
tacke i odredeno je dvostrukim vektorskim proizvodom vektora prenosne
ugaone brzine @, i vektora brzine relativnog kretanja tacke ., kao

Aeor = 26, X Uy (4.22)
Intezitet Koriolisovog ubrzanja odreden je sa:

|dcor| = 2|y | | | sina(&@,, B,) (4.23)

Pravac vektora d.,, upravan je na ravan koju obrazuju

vektori @, i ¥, ,a smjer mu je takav da se posmatrano
iz vrha vektora d.,, vidi obrtanje za najmanji ugao

sL.68.b
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vektora @, ka vektoru 7., u smjeru suportnom od obrtanja kazaljke na satu
(s1.68.b).
Koriolisovo ubrzanje jednako je nuli kada je:
a) Prenosno kretanje translatorno, ondosno kada je &, = 0
b) Kada su vektori &, i v, kolinearni
c) U trenucima kada je relativna brzina jednaka nuli . = 0 ili kada je
ugaona brzina prenosnog kretanja jednaka nuli @, = 0 .

Zadaci
Zadatak 4.1. Metalna cijev, obrée se oko ose Oz po zakonu ¢ = mt?, pri emu se
ugao ¢ mijeri u radijanima. Istovremeno se niz cijev

krece tatka M po zakonu MyM = b sin (%t) gdje se

MyM mijeri u metrima (sl.4.1). Odrediti apsolutnu
brzinu i apsolutno ubrzanje tacke M u trenutku t; =

% [s], ako je duzina cijevi 2b.

Vrijeme t se mjeri u sekundama.

sl4.1.

Rjesenje:

Kretanje tacke M duz cijevi predstavlja relativno kretanje, dok je prenosno kretanje
obrtanje cijevi oko ose Oz.

N |-

PoloZaj cijevi u trenutku t; = =[s] je @1 = % [rad].

gb [m].

PoloZaj materijalne tac¢ke u trenutku t; = %[s] je &€ = MyM; =
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sl.4.1a

Relativna brzina tacke M predstavlja prvi izvod po vremenu zakona kretanja
materijalne tatke & = MM, odnosno

d s T\ m
Uy = E(MOM) = bE cos (7) [?]

U trenutku t; = %[s], relativna brzina tacke je
T m
VU = \/Ebz [;]
Prenosna brzina tacke M je,
- . . (mt m
v, = MM - ¢ = b sin <7> - 2wt [;]
U trenutku t; = %[s], prenosna brzina tacke je
V2. mm
Up = 7[37'[ [?]

Pa je intenzitet apsolutne brzine tacke M, jednak
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vy = 12+t = \/ﬁbg [?]

Relativno ubrzanje tacke M se dobija kao drugi izvod po vremenu zakona kretanja

MoM:

d? dv, w?  /mt\ m
or = gz (MolD) = G == sin(3) [ ]

U trenutku t; = %[s], relativno ubrzanje tacke M je

a, = —— br?

2 ]

szl
Prenosno tangentno ubrzanje tacke je,

. \2 m

apr = MMy - ¢ = 7b27r [5_2]

autrenutku t; =

N | =

[s], iznosi

apr = V2bn [ﬂ]

52

Prenosno normalno ubrzanje tacke je,
V2 m
— ch2 — 242
apy = MMy - % = =~ ban’t [52]
U trenutku t; = %[s], 0no iznosi

- g o[

apn 2 szl

Koriolisovo ubrzanje je:
cor = 2y X Uy, 0dNOSNO

T T
Acor = 2¢ - vy - sin(&y, ¥ ) =27 - \/Ebzsinz
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Aror = 7bn2 [ﬂ]

Apsolutno ubrzanje tacke M iznosi,

ay = \/(ar + apN)z + (apT + acor)z

2
= \/<—£bﬂ2 +gbﬂ2> + (ﬁbn+gbn2>

2

8

41 2 m
ay = bm ﬁ” +21r+2[s—2].

Zadatak 4.2. Kvadratni ram ABCD se obrée oko ose Oy po zakonu ¢ = mt? [rad],

y pri ¢emu se vrijeme t mjeri u sekundama.
i/ ¢ Istovremeno se duz dijagonalnog zlijeba CA
A 17 kre¢e materijalna tatka M po zakonu CM =
= c 2av2t? [m] (sl.4.2). Ako je stranica rama
duzine a, odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno
M ubrzanje tatke M u trenutku t; = %[s].
a
A a B x

LY

sl.4.2.
Rjesenje:

Kretanje tatke M duz Zlijeba, po zakonu & = CM = 2a+/2t?, predstavlja relativno
kretanje, dok je prenosno kretanje obrtanje rama oko ose Oy po zakonu ¢ = mt2.

PoloZaj rama u trenutku t; = %[s], odredena je uglom ¢, = % [rad].

Polozaj materijalne tacke M u trenutku t; =

N | =

[s] jeCM, =

N

a [m].
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v n
T c
1 s ‘
El-pTFP a
apy M
T lea
_Vr
ar
B
o @
A .
Ly

sl.4.2a

Relativna brzina tatke M, predstavlja prvi izvod po vremenu zakona kretanja
materijalne tacke § = CM, odnosno

d m
Uy = E(CM) = 4a\/§t [?]
U trenutku t; = %[s], ona iznosi
m
v, = 2aV2 [?]

Prenosna brzina tacke M je:

U trenutku t; = %[s], ona iznosi

Pa je apsolutna brzina tacke M
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Relativno ubrzanje tacke M, izracunava se kao drugi izvod po vremenu zakona
kretanja CM, odnosno

(M)———4a\/— [ 2|

r dt2

1 . .
U trenutku t; = 2 [s], ono iznosi

a, = 4aV2 [S—Z]
Prenosno tangentno ubrzanje Je
a a m
ClpT _E¢ =52T[ 5_2]

U trenutku t; =

N |-

[s], ono iznosi

Prenosno normalno ubrzanje je,
a a m

— 2 242
apN—E-go —E4nt [—]

U trenutku t; = %[s], 0no iznosi

1 2
Cle = Ean [5_2]
Koriolisovo ubrzanje je:

Aeor = 20y X Uy

Acor = 2¢ V- sIn(@p, B, ) = 2+ 7 - 2aV/2 - sin 135°

m
Aeor = 4am [5_2]
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Apsolutno ubrzanje tacke M iznosi,

2
ay = \/(ar + apn g) + (apT - acor)2 =

2
\/(4a\/§ + %anz 72) + (am — 4am)?, odnosno

ay = a\/13112 +%4+ 32 [?2]

Zadatak 4.3. Kruzni disk, polupreénika R [cm], kotrlja se po podlozi po zakonu
@ = 2mt? [rad], pri ¢emu se vrijeme t mjeri u sekundama. U podetnom trenutku
: to = 0 [s], Zlijeb AB na disku bio je u
vertikalnom polozaju. Istovremeno se po
zlijebu obima diska krece materijalna
tatka M po zakonu AM =s(t) =
2Rmt? [cm] (s1.4.3). Odrediti apsolutnu
brzinu i apsolutno ubrzanje tacke M u

trenutku t; = % s.

Rjesenje:

Kretanje materijalne tatke M po obimu diska predstavlja relativno kretanje, dok je
prenosno kretanje kotrljanje diska po podlozi.

Polozaj diska u trenutku t; = %[s] jep; = % [rad], (sl.4.3.a).

Polozaj materijalne tacke u trenutku t; = % [s] je AM, = Rz—n [em].
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sl.4.3.a

Relativna brzina tatke M, predstavlja prvi izvod po vremenu zakona kretanja
materijalne tacke s = AM, 0dnosno

v, = o (AM) = 4t [ 7]

U trenutku t; = %[s], ono iznosi

v, = 2Rm [%]

Prenosna brzina tacke M:

Kako tacka P predstavlja trenutni pol obrtanja diska, prenosna brzina tacke M se
odreduje kao:

- cm
v, = PMy - = 2R - 4nt = 8Rmt [T]

U trenutku t; = =[s], ona iznosi

N |-

v, = 4R [%]

Apsolutna brzina tacke M (sl.4.3.a) je,
Vy = Vp — Uy, 0dNOSNO
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cm
Uy = 2Rm [T]
Relativno ubrzanje tacke M:
- Tangentna komponenta:
dv, cm
T — E = 4Rm [5_2]
U trenutku t; = %[s], ona iznosi
cm
A = 4Rm [5—2]

- Normalna komponenta:

v.2  16R?*m?t? cm
ary = % = T = 16R7T2t2 [S_Z]

U trenutku t; = %[s], ona iznosi

a,y = 4Rm? [Z—T]

Prenosno ubrzanje tacke M:

d)p = Eic + (_l)zC)T + a;N
Ubrzanje tacke C je

ac.=CP-e=R-4n

cm].

ac = 4Rm [5_2

- Tangentna komponenta ubrzanja tacke M oko tacke C je
C vy .o Cm
alp = M;C-§ = R-4m = 4R [5—2

U trenutku t; = %[S]. ona iznosi, apy = 4Rm [CS_T]
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- Normalna komponenta ubrzanja tatke M oko tacke C je

cm
afy = MiC - ¢* = R 16n%t? = 16Rn*t* | |

U trenutku t; = =[s], ona iznosi, ajy = 4Rm? [Cs_zl]

N |-

Koriolisovo ubrzanje je, dcor = 26, X ¥y
cm
Geor = 20 v+ Sin(@y, B,) = 2 - 27 - 2R - sin 90° = B8R [5—2]

Apsolutno ubrzanje tacke M:

2
ay = \/(agT +ac — arr)? + (Acor — Ary — agN) , odnosno

ay = 4R [CSL?]

Zadatak 4.4. Trougaona ploéa ABC, povrsine 0,625 m? i duzine stranice CB =
1 [m], obrce se oko svoje stranice AC po zakonu ¢ =

v
N4 2mt? [rad], gdje se vrijeme t mjeri u sekundama.
A Istovremeno se duz stranice AB kre¢e materijalna
A tatka M po zakonu AM = 3,2t [m] (sl.4.4).
M Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje tatke M

u trenutku t; = %[s].

sl.4.4.

RjeSenje:
Kretanje tacke M duz stranice AB predstavlja relativno kretanje, dok je prenosno
kretanje obrtanje trougaone ploe ABC oko vertikalne ose O,,.
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Polozaj trougaone plo¢e ABC u trenutku t; = %[s] jep, = g [rad].

[s]je AM; = 0,8 [m].

N |-

Polozaj materijalne tactke M u trenutku t; =

1

"1
A
e | NN\
El-pa
Ve M
0 Qi \" a
B
@i N
C x
Al

sl.4.4.a

Relativna brzina tatke M, predstavlja prvi izvod po vremenu zakona kretanja
materijalne tacke CM:

d m
vy = —(4M) = 6,4t [?]

U trenutku t; = %[s], ona iznosi

Prenosna brzina tacke M:

a m
vp = OM; ¢ =2 2mt [?]

Na osnovu date povrsine trougla P = 0,625 [m?] dobijamo:
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R. Antunovic

CB-AC
P = 5 , odnosno

2P 2-0,625
a = = 1,25[m]

~CB 1

Rastojanje tacke M; od ose obrtanja (duz OM;) dobijamo na osnovu sli¢nosti

D

trouglova ABC i AM; O, kao

AB:BC = AM;: OM,
_R-AMl_ BC - AM; 1-0,8

Ml = — = -
AB JCB2 +4C? /12 + 1,252

S

OM; = 0,5 [m]

Intenzitet prenosne brzine je:

v, = 0,5 4mt = 2mt [?]

U trenutku t; = %[s], ona iznosi

=2}

Apsolutna brzina tacke M:
vy = /vrz + v,2, 0dnosno

Relativno ubrzanje tatke M, izra¢unava se kao drugi izvod po vremenu zakona

vy = 4,47 [?]

kretanja AM:

[s], ono iznosi

N |-

U trenutku t; =
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Prenosno tangentno ubrzanje je,

I m
apr = OMy - = 0,5 4m = 27 [S—Z]

U trenutku t; = =[s], ono iznosi

N |-

Qpr = 27 [sz]
Prenosno normalno ubrzanje je,
- . m
apy = OM; - §* = 0,5 - 16n%¢? | 5|
U trenutku t; = %[s], ono iznosi

apn = 2m? [522]

saslike (s1.4.4.), slijedi da je, cos f = S = - = 0,625, odnosno

B = 51,320
Koriolisovo ubrzanje tacke je,
Aeor = 20y X Uy
Qeor = 291 " vy * sin(@y, ¥, ) = 2+ 2w - 3,2 - sin 141,32°
m
a,, = 8,1m [5_2]

Pa je apsolutno ubrzanje tacke M,

ay = J(ar1 — @,y Cos 51,32)2 + (apT + ac,,r)2 = \/(6,4 —7,7)% + (6,24 + 25,43)?
ay = 31,69 [Sﬂz]
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5. SLOZENO KRETANJE KRUTOG TIJELA

Kretanje krutog tijela koje se sastoji iz vise osnovnih komponentnih
kretanja naziva se sloZzeno kretanje. Proucavanje slozenog kretanja tijela vrsi
se tako $to se polazi od toga da su poznata komponentna kretanja a potrebno
je naci rezultujuce, odnosno apsolutno kretanje. Takode iz dosadasnjih
izlaganja, proizoljno kretanje krutog tijela u odnosu na nepokretni
koordinatni sistem odredujemo tako §to vezemo pokretni koordinatni sistem
¢vrsto za tijelo 1 posmatramo kretanje pokretnog u odnosu na nepokretni
sistem. Za razliku od proucavanja slozenog kretanja tacke ovdje je potrebno
usvojiti i pokretni koordinatni sistem koji ¢vrsto vezemo za tijelo. U tom cilju,
za proucavanje slozenog kretanja krutog tijela, uo¢imo slede¢e koordinatne
sisteme (s1.69.):

- O1xyz - Nepokretni Dekartov koordinatni sistem, u odnosu na kog
odredujemo apsloutno kretanje krutog tijela

- Ogy¢ - pokretni Dekartov koordinatni sistem, u odnosu na kog
odredujemo relativno kretanje krutog tijela

- Ogx,y,z, - POKretni Dekartov koordinatni sistem, koji je ¢vrsto vezan
za tijelo (S)

. yA © Kretanje tijela, odnosno

I koordinatnog sistema
' = Ogx,y,z, koji je Cvrsto
vezan za tijelo, u odnosu
na nepokretni koordinatni
sisttm  Oy,,, naziva se
O\ | apsolutno kretanje.

“

Kretanje tijela, odnosno
/ pokretnog  koordinatnog
X 7 sistema ¢vrsto vezanog za

sl.69.
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tijelo O,x,y,7,, U 0dnosu na pokretni koordinatni sistem Og,;, naziva se
relativno kretanje.

Kretanje tijela, odnosno pokretnog koordinatnog sistema O¢,¢, U odnosu na
nepokretni koordinatni sistem Oy,.,,, Naziva se prenosno kretanje.

Proucavanje slozenog kretanja krutog tijela, sastoji se u sledecem: ako je
zadato relativno i prenosno kretanje tijela, potrebno je odrediti apsolutno
kretanje tijela. Prilikom odredivanja kinematckih karakteristika krutog tijela
pri njegovom sloZzenom kretanju ograni¢i¢emo se na odrdivanje brzina tacaka
krutog tijela u datom trenutku vremena.

5.1. SLAGANJE TRANSLATORNIH KRETANJA TIJELA

Posmatrajmo kruto tijelo koje se kre¢e translatornom brzinom v; u
odnosu na pokretni sistem referencije Og,;, koji se takode krece
translatornom brzinom v, u odnosu na nepokretni sistem referencije
0,xyz (sl.70.). Prema tome, u odnosu na nepokretni sistem 0, xyz tijelo vrsi
slozeno kretanje i potrebno je odrediti apsolutno kretanje tijela. U ovom
slucaju, posto se radi o translatornom relativnom i translatornom prenosnom
kretanju tijela, slijedi da je:

Problem slaganja translatornih kretanja krutog tijela, svodi se na odredivanje
apsolutne brzine tacke kada su poznate prenosna i relativna brzina tacke, pa
je vektor apsolutne brzine tijela jednak

V=041, =0, +7, (5.1)

Dakle, ako tijelo ucestvuje istovremeno u dva translatorna kretanja,
relativnim i prenosnim, apsolutna brzina tijela vednaka je vektorskom
(geometrijskom) zbiru komponentnih brzina.
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U slucaju da tijelo vrsi n translatornih kretanja, sa vektorima brzina
vy, Vg, ..., U, apsolutno kretanje tijela je takode translatorno sa vektorom
brzine koja je jednaka vektorskom zbiru komponentnih brzina:

— —

V=0 +V,+. . .U, = 2T,
(5.2)

sl.70.

5.2.  SLAGANJE OBRTANJA TIJELA OKO OSA KOJE SE
SNEKU

Posmatrajmo kruto tijelo koje se obr¢e oko ose Oz ugaonom brzinom
w7 | zajedno sa 0som O obrée se ugaonom brzinom w, ako nepokretne ose

Oz koja sijece osu Oz u tacki O (sl.71). Tijelo u ovom slucaju vrsi slozeno
obrtanje, pri tome obrtanje tijela oko ose O; bice relativno obrtanje, dok je

obrtanje tijela zajedno sa osom O, oko ose Oz prenosno obrtanje. Sobzirom

da se ose oko kojih se tijelo obrée sijeku u tacki O, sloZeno kretanje tijela u
ovom sluc¢aju ekvivalentno je obrtanju krutog tijela oko nepokretne tacke O.
Kada nad vektorima ugaonih brzina w; i w, konstruiSemo paralelogram,
dijagonala paralelograma jeste apsolutna ugaona brzina @ tijela, u ¢ijem
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pravcu je i trenutna obrtna osa tijela. Da bismo dokazali da je trenutna osa OP
slozenog kretanja tijela, odredena dijagonalom paralelograma konstruisanog
nad vektorima w; i @,, izratunaéemo brzinu tacke A tijela. Posto tacka A
pripada tijelu, ona jednovremeno u dva obrtna kretanja: oko osa O i Oz, tj.

apsolutna brzina tacke A jednaka je vektorskom zbiru relativne i prenosne
brzine i odredena je saglasno Ojlerovoj formuli izrazom:

Ua=w; X 0A+ w; x OA= v +7, (5.3)
Inenzitet relativne brzine jednak je dvostrukoj povrsini trougla OBA, tj.
o7l = |a)—1) X ml = 2PproBas
A intenzitet prenosne brzine jednak je dvostrukoj povrsini trouglova AOAC:

|U_p)| = |“)—2) X ml = 2Ppoac

sl.71.

Posto su povrsine trouglova AOAB i AOAC jednake medu sobom (sl.71),
slijedi da je ' = —v, pa je i brzina tacke A u datom trenutku vremena
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jednaka nuli. Prema tome, u datom trenutku pravac OA ujedno i pravac
trenutne obrtne ose OP tijela koje vrSi sloZeno obrtanje.

Dokaza¢emo sada da je vektorski zbir ugaonih brzina w; i w, ustvari
apsolutna ugaona brzina obrtanja tijela. U tom cilju, odredi¢emo brzinu
proizvoljne tacke M tijela, koja je odredena vektorom poloZaja 7,

UM =TV + U, =01 XTy + @7 XTy (5.4)

Apsolutnu brzina tatke M mozemo odrediti kao brzinu pri obrtanju
tijela oko trenutne obrtne ose OP, kao

Uy =@ X Ty (5.5)
Na osnovu predhodnog, slijedi da je
@ XTy =w; XTy + w3 XTy
Odnosno, tada je (w — w; — w,) X 1y= 0.

Ova jednacina je zadovoljena, sobzirom da je vektor polozaja 7,
potpuno proizvoljan, pa slijedi da je,

B wr—w;=0 > &=, +a; (5.6)

Dakle, ako tijelo istovremeno vrsi obrtanje oko dvije ose koje se sijeku, tada
Jje apsolutno kretanje tijela obrtanje oko trenutne ose koja prolazi kroz tacku
presjeka osa i koja je u pravcu dijagonale paralelograma konstruisanog nad
komponentnim ugaonim brzinama kao stranicama, ugaonom brzinom koja je
jednaka vektorskom zbiru komponentnih ugaonih brzina.

Ako se kruto tijelo istovremeno obrée oko n trenutnih osa koje se
sijeku u jednoj tacki, onda je ugaona brzina apsolutnog obrtanja tijela jednaka
vektorskom zbiru komponentnih ugaonih brzina oko tih pojedinih osa,
odnosno,

®=w,+w+...+tw, =2 © (5.7)
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Iz predhodnog, slijedi da je vektor ugaone brzine vektor vezan za obrtnu osu.
Primjeri obrtanja tijela oko osa koje se sijeku prikazani su na slici (sl.72.).

P
|4

sl.72.
5.3. SLAGANJE OBRTANJA TIJELA OKO PARALELNIH OSA

Neka tijelo vrsi slozeno kretanje koje se u posmatranom trenutku sastoji od
istovremenih obrtanja oko medusobno paralelnih osa. U tom slu¢aju sve tacke
tijela kre¢u se u ravnima koje su pralelne jednoj nepokretnoj ravni, tj. tijelo
vrsi ravno kretanje. Zbog toga umjesto kretanja tijela moze se posmatrati
kretanje ravne figura (S) koja je upravna na ose obrtanja.

5.3.1. Obrtanje tijela oko paralelnih osa ugaonim brzinama istog
smjera

Posmatrajmo tijelo koje se obrée oko ose Az ugaonom brzinom
w7 | zajedno sa osom A; obrée se oko druge nepokretne ose O, ugaonom
brzinom wy. Pri tome su obrtne ose A¢ i O, paralelne, a obrtanja tijela vrie se
u istom smjeru (sl.73.a). Model ovakvog obrtanja krutog tijela prikazan je na
slici (sl.73.b), gdje se zupcanik | pomocu krivaje OA obrcée oko ose koja
prolazi kroz tacku O 1 oko paralelne ose koja prolazi kroz tacku A, kotrljajuci

se po nepokretnom zupcaniku I1.
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.

sl.73.

Obrtanje tela oko ose A¢ jeste relativno kretanje tijela, a obrtanje oko
ose O, jeste prenosno kretanje tijela. Tacke tijela pri ovakvom sloZzenom
obrtanju tijela, kre¢u se u ravnima normalnim na ose A¢ i 0,, pa je ovo slozeno
kretanje tijela poseban slucaj ravnog kretanja tijela i zbog toga je dovoljno
prouciti kretanje ravne figure (S) tijela (sl.73). Apsolutna brzina tacke C u
datom trenutku vremena jednaka je nuli, odnosno jednake su nuli i brzine svih
tacaka koje leze na pravoj CP koja je paralelna obrtnim osama A¢ i O,. Prema
tome, u ovom slucaju prava CP predstavlja trenutnu obrtnu osu, pri
apsolutnom obrtanju krutog tijela.

Apsolutna brzina tacke C je,
T = Vo + Uy (5.8)

pri tome je,
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vcr=A_C'a)1; vcp=W'a)2

a vektori brzina v, i V., su istog pravca a suprotnog smijera (sl.73).
Sobzirom da je v, = v, + Vs, = 0, slijedi da je

R' (l)l:ﬁ' (1)2‘

odnosno,

g
=

g
N

o
a
S
a

Intenzitet trenutne ugaone brzine |@w| = w, pri sloZenom kretanju
krutog tijela, odredi¢emo na taj na¢in $to ¢emo odediti apsolutnu brzinu tacke
A kao brzinu usled obrtanja tijela oko osa A¢ i Oy,

vA=0'(U1+0_A'(I)2=O_A'(U2
(5.10)

Brzinu usled apsolutnog obrtanja tijela, oko trenutne ose CP, mozemo
izraziti kao

v, =AC - w (5.11)
pa je,
0A AC +0C oc
=== W, = = w2=<1+=C>w2
odnosno, dobijamo da je
W= w + w, (5.12)

Na bazi predhodnog, slijedi: Kada tijelo ucestvuje istovremeno u dva obrtanja
oko paralelnih osa, koje su usmjerene u istu stranu, onda cée apsolutno
kretanje tijela biti trenutno obrtanje ugaonom brzinom w = w; + w,, koja se
vr$i u istom smjeru 0ko ose CP. Trenutna osa rotacije CP je paralelna obrtnim
osama Ag i O, a njen poloZaj je odreden relacijom:
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5.13)

5.3.2. Obrtanje tijela oko paralelnih osa ugaonim brzinama suprotnog
smjera

Posmatrajmo tijelo koje se obrée ugaonom brzinom w; oko ose Ay i
zajedno sa 0som A obrée se ugaonom w, 0ko nepokretne ose Oz, pri tome je
Wy > w, (sl.74.a).

sl.74.

Model ovakvog obrtanja krutog tijela prikazan je na slici (sl.74.b).
Postupajuci na isti na¢in kao u poglavlju 5.3.1., tacka C predstavlja trenutni
pol rotacije zupcanika I, odnosno osa CP je trenutna osa rotacije, pa je brzina
tacke C jednaka nuli.
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Inenziteti brzine tacke C, usled relativnog i prenosnog obrtanja,
odredeni su izrazima:

Kako je v; = v + Vg, =0,

slijedi da je,
AC-w; = 0C - w,
odnosno,
©1_ 92
0C AC

Intenzitet trenutne ugaone brzine, odredicemo izracunavanjem
inenziteta brzine tacke A (sl.74), kao

vy =0A w, +0 w; = 04" w,,

Odnosno, brzinu v, mozemo odrediti i kao,

vy =AC-w
Sledi da je,
0A 0C — AC ocC W,
w=ﬁ W, = T w2=<ﬁ— >w2=<w—2—1)w2
odnosno,
W=w; — W, (5.14)

Na bazi predhodnog, mozemo reéi: Ako tijelo ucestvuje istovremeno

u dva obrtanja oko paralelnih osa ugaonim brzinama razlicitih intenziteta i
razlicitih smjerova, onda je apsolutno kretanje tijela trenutno obrtanje
ugaonom brzinom w = w; — w, i vrsi se u stranu ugaone brzine veceg
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intenziteta, oko trenutne obrtne ose CP, koja je paralelna datim osama A¢ i

Oz i ¢iji je polozaj odreden relacijom:
(5.15)

5.3.3. Kinematicki spreg

Obrtanje tijela oko dvije paralelne ose u suprotnim smjerovima,
ugaonim brzinama jednakih intenziteta, naziva se kinematicki spreg.

Posmatrajmo tijelo koje se obrée ugaonom brzinom w; 0ko ose A i
zajedno sa 0som Ag obrée se ugaonom brzinom w, oko ose Bz, pri tome se
obrtanja vr$e u suprotnim smjerovima, a ugaone brzine su istih intenziteta, tj.
|w;| = |w5] (s.75.). Trenutna ugaona brzina @ apsolutnog kretanja tijela u
ovom sluc¢aju jednaka je nuli. Prema zakonima ravnog kretanja, figura (S) u
ovom slucaju vrsi translatorno kretanje i vektori brzina svih tacaka figure
jednaki su medu sobom.

Posmatrajmo proizvoljnu tatku M ravne figure (S), ¢iji je polozaj
odreden vektorima 77 i 7, mjerenih od tacaka A i B (sl.75). Apsolutna brzina
tacke M odredena je izrazom:

Ty =W, XT3+ W3 X T (5.16)
S obzirom da je w, = —w; i7; — 1, = AB,odnosno 1, =1, — AB,

to se izraz za brzinu tacke M svodi na oblik:
Uy =V =y XF{"‘[_(D—{X(H_E)]
odnosno,
Ty =W, X h—0; X3 +®; X AB =w; X AB (5.17)

Prema tome, apsolutna brzina tacke M u ovom slucaju ne zavisi od
polozaja te tacke, pa su vektori brzina svih tac¢aka ravne figure (S) u datom
trenutku vremena jednaki medu sobom.
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Vektor brzine v tacke tijela upravan je na ravan vektora w; i AB tj. na
ravan u kojoj leze vektori w; i @, a inenzitet brzine tacke tijela jednak je:

v = wlﬁ Sin90° = E Wy = h(l)l (518)

Normalno rastojanje h, izmedu vektora w; i w,, naziva se krak kinematic¢kog
sprega.

Prema tome, kada tijelo izvodi obratanje oko paralelnih osa ugaonim
brzinama istih inenziteta a suprotnih smjerova w, = —w;, rezultujuce
kretanje je translatorno kretanje tijela i vektor brzine ¥ tijela predstavlja
moment kinematickog sprega, Koji obrazuju vektori w; i w,. Ovo moze biti
napisano i kao (w;, w,)~ vV, odnosno moze se kazati da je, u kinematickom
smislu, kinematicki spreg ekvivalentan translatornom kretanju.

L \J_.
- S}, o
—
I2 1
—
VM
B
e
02=-n
sl. 75. sl.76.

Primjer kinemati¢kog sprega predstavlja translatorno kretanje pedale
CD u odnosu na ram bicikla (sl.76.). Translatorno kretanje pedale jeste
rezultat obrtanja pedale oko paralelnih osa koje prolaze kroz tacke A i B
ugaonim brzinama w, = —wy.
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5.4. SLAGANJE TRANSLATORNOG | OBRTNOG KRETANJA TIJELA
5.4.1 Brzina translatornog kretanja upravna je na osu obrtanja

Posmatrajmo tijelo koje vrsi slozeno kretanje, tako Sto ucestvuje
jednovremeno u translatornom kretanju brzinom ¥ i obrtanju ugaonom
brzinom w oko ose koja je upravna na vektor brzine (sl.77a).

z P z P
km Km
;1 :CTJ
w (09}]
o) A
3 y OA=h=0/w /
X X

sl. 77.

SI. 78.

Da bi smo odredili apsolutno kretanje tijela, translatorno kretanje
tijela koje se vrsi vektorom brzine ¥ zamijeni¢emo kinemati¢kom spregom
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(w;, w5 ), jer je spreg obrtanja ekvivalntan translatornom kretanju tijela, $to
mozemo napisati kao

!
((L)—l), wq )~U.

Izabracemo kinemati¢ki spreg takav da bude w; = @, a sobzirom da
je ravan kinemati¢kog sprega (w, @, ), upravna na vektoru ¥, to se obrtanja
@ i a)_{' ponistavaju i rezultat ovog slaganja jeste obrtanje krutog tijela oko
trenutne ose AP ugaonom brzinom w; = @, koja je udaljena od ose 0, za
rastojanje kraka sprega h = 5 (sI.77Db).

Na osnovu ovoga slijedi: Ako tijelo ucestvuje jednovremeno u dva
kretanja translatornom brzinom v i obrtnom kretanju ugaonom brzinom @ i
ako je vektor ugaone brzine w upravan na vektoru brzine ¥, apsolutno
kretanje tijela jeste obrtno kretanje oko ose AP ugaonom brzinom w;. Pri
tome je smjer obrtanja jednak smjeru ugaone brzine «, samo je obrtna osa

AP pomjerena za krak h = % u odnosu na osu 0,,.

SloZeno kretanje tijela u ovom slucaju jeste ravno kretanje 1 ono se
moze zamjeniti obrtanjem oko ose koja prolazi kroz trenutni pol Pv brzinom
kao sto je na prikazano na (sl.78.).

5.4.2. Brzina translatornog kretanja paralelna je osi obratanja

Slozeno kretanje tijela kod koga je vektor ugaone brzine @ U posmatranom
trenutku paralelan sa brzinom translatornog kretanja v naziva se_zavojno

kretanje.

Posmatrajmo tijelo koje ucestvuje jednovremeno u dva kretanja, obrée
se konstantnom ugaonom brzinom @ oko ose Oz i translatorno se pomjera
duZ te ose brzinom konstantnog intenziteta ¥. Tijelo u ovom slucaju vrsi
slozeno kretanje i naziva se kinematicki zavrtanj. (sl.79.a).
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Posmatrajmo slu¢aj kada su vektori ¥ i @ usmijereni u istu stranu i
uoc¢imo proizvoljnu tacku M tijela, ¢ije su koordinate odredene izrazima:

X =r C0S wt
y =rsin wt (5.19)
z=vt

Kada se tijelo obrne za ugao ¢ = wt, ono istovremeno prede put z =
vt duz ose Oz, a tatka M pri tome opise zavojnu liniju (sl.79b). Odnos % =p
naziva se parameter zavrtnja ine zavisi od rastojanja tacke M od ose zavrtnja
Oz, pa slijedi da sve tacke krutog tijela koje vrsi zavojno kretanje imaju isti
parametar p.

gl

<l

sl.79.

Korak zavrtanja h, je veli¢ina za koju se duz ose zavrtanja pomjeri
tijelo za vreme T, koje odgovara jednom punom obrtu tijela, pa je

h =vT.

Sobziromdaje T = Zf, moze se napisati da je
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h=22mn = 2mp. (5.20)

w

Apsolutna brzina tacke M tijela, odredena je vektorskim zbirom
relativne brzine koju ima usled obrtanja tijela oko ose Oz i prenosne brzine
usled translatornog kretanja tijela duz ose Oz:

Uy=vy + U, =V, +V (5.21)

gdje je intenzitet brzine proizvoljne tacke M usled obrtanja oko ose O,
jednak,

vV =Trw

Posto su vektori brzina upravni medu sobom v; L ¥ (sl.79.a), to je
intenzitet vektora apsolutne brzine tacke M, odreden sa

vy =V +v2 = /(rw)? + (pw)? = w?1?% + p? (5.22)

a ugao, koji vektor apsolutne brzine gradi sa o0som Oz, odreduje se relacijom

4!

r
tga = P ; (523)

Putanja tacke M sijeCe sve izvodnice pod istim uglom a, jer je p
=const.. Vektor apsolutne brzine v,, usmjeren je u pravcu tangente na
zavojnu liniju koju tatka M opisuje pri slozenom kretanju tijela. (sl.79.b).

5.4.3. Vektor brzine translatornog kretanja gradi proizvoljni ugao sa
obrtnom osom

Posmatrajmo sluéaj sloZenog kretanja tijela kod koga vektor brzine ¥
translatornog kretanja u posmatranom trenutku gradi proizvoljan ugao sa
vektorom ugaone brzine @ obrtnog kretanja (sl.80a). Apsolutno kretanje
tijela u ovom slucaju jeste opste kretanje krutog tijela koje smo ve¢ proucili.
Da bismo u ovom slucaju odredili apsolutno kretanje tijela, razlozi¢emo
vektor brzine ¥ u ravni u kojij leze vektori ¥ i @ u dvije komponente v; i V5.
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Pri tome je komponenta brzine v; kolinearna sa vektorom @ a druga
komponenta rzine v, je upravna na vektoru w. Intenziteti ovih komponenti
prema slici (s1.80.) su:

|9, = v, =vcosa (5.24)

|v,] = v, =vsina

z P z , P
R " 5
0 A
y OA=h=vsina /w y
X X

sl.80.

Vode¢i ra¢una da je vektor brzine v, upravan na vektoru w, kretanje
tela, odredeno vektorima v5 i @, moZe se zamjeniti jednim obrtanjem koje se
vr§i ugaonom brzinom w; = @, koja prolazi kroz tacku A a nalazi se na
rastojanju h od vektora @, odredeno izrazom:

0A=h=2="200 (5.25)

w

Pri tome mora biti 04 L v,. S obzirom da je brzina v; translatornog
kretanja krutog tijela slobodan vektor, to se moZe paralelno prenijeti u tacku
A i time smo dobili u tac¢ki A vektori v; i w; kolinearni i takav skup trenutne
ugaone brzine w; i translatorne brzine ¥ odreduje trenutno zavojno kretanje

tijela, ¢iji je parameter odreden izrazom:

p= UZ = %cos a. (5.26)
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Dakle, ako tijelo vrsi sloZeno kretanje odredeno translatornom
brzinom ¥ i trenutnom ugaonom brzinom @, pri cemu ovi vektori grade medu
sobom proizvoljan ugao «, tada je apsolutno kretanje zavojno kretanje tijela

v sin«

oko trenutne zavojne ose AP, koja se nalazi na rastojanju 0 A= od tacke

0 (s1.80).

w

Zadaci
Zadatak 5.1. Krivaja OA obrc¢e se konstantnom ugaonom brzinom w, OKO 0Se

nepokretnog zupcéanika, ¢iji je broj zubaca zo=60. Za krivaju su zglobno vezani
zupcanici sa brojem zubaca 2:=40; z,=50 i z3=25. (s1.5.1).

Odrediti ugaonu brzinu w3 zupéanika z3.

sl. 5.1.

RjeSenje.

Krivaja OA vrsi obrtanje oko nepokretne ose, a zupéanici zy,z; i z3 viSe ravno
kretanje, dok je zupCanik 2z, nepokretan. Zadatak c¢emo rijeSiti metodom
zaustavljanja, tako $to ¢emo zaustaviti kretanje krivaje OA, a njeno kretanje prenijeti
na sve Clanove sistema, pokretne i nepokretne, kao $to je na prikazano na slici
(sl.5.1.). Primjenjujudi kazani metod za rjeSavanje zadataka sistema tijela koja se
obr¢u oko nepokretnih osa, dobi¢emo

To Wo = 11 (w1 — wg)
(W — wy) = 13(w3 + W),

odakle nalazimo da je:

To" T2
w3 = — 1) w,y,
3 - 0
T T3

odnosno:
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Zo'Zz
(1)3:( _1>(,()0:2(,()0
Zl'Z3

Zadatak 5.2. Na kolicima, koja se kre¢u translatorno brzinom v,, postavljena je
takozvana Volfova kulisa. Ona se sastoji od vertikalne osovine AB koja se krec¢e duz
vertikalne vodice, zatim vodice CD duz koje je krece kliza¢ E. Poluga O,E, duZine
a, obrée se konstantnom ugaonom brzinom @ oko ose koja prolazi kroz tacku O,
(s1.5.2). Odrediti apsolutnu brzinu kliza¢a E i vodice (kulise) CD u trenutku kada je

ugao ¢ = %-
A i ~
Y ! B =
__=f"§.
= D
=k
0) E_lh il é:
. LoJ LoJ -
1
X
sl.5.2.
Rjesenje:
Ve E D
C
v,
—
sl.5.2.a

Vektor brzine kliza¢a E, posmatrana kao tacka poluge O, E je,

- - —>02
Vg = 7o, + g7,

163



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

gdje je, vo, = V, = V.

Sa druge strane, vektor brzine tacke E, kada se posmatra kao tac¢ka koja se slobodno
krece u kulisi, je

ﬁE:ﬁp-l_ﬁT:ﬁl-l_ﬁz-l_ﬁT

Ako se izjednace vektori brzina tacke E, dobija se:
U = Vg, 0odnosno

- —)02 - - -

1702 +17E :U1+v2+vr
Projektovanjem predhodne jednacine na pravac AB slijedi:

03
Vg2 COSQ =1,

Za trenutak vremena kada je ¢ = % , komponenta brzine v, kulise je:

3
Uz = 02E W —
2
Vektor brzine kulise CD je,
1-7) == ﬁp == 1-7)1 + 1-7)2

Pa je, intenzitet brzine kulise CD:

_ 3
v= /vlz+v§ = v12+(02E)2-wZZ

Vektor brzine klizaca E je,

5E=6p+ﬁr=61+62+ﬁg

Pa je intenzitet apsolutne brzine klizaca E, odreden sa

1 2 2 _ _
vg= |(v1— OZEwE)Z +v5 = |vi+ (0,E)? w? — 0,Ewv,
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Zadatak 5.3. Stap 0A, zglobno je vezan u tatki O za podlogu i obrée se
konstantnom ugaonom brzinom w. Po $tapu se kotrlja bez klizanja disk polupre¢nika
r (s1.5.3). Polozaj centra diska (tacka C) je definisan rastojanjem s ¢ija je promjena
opisana zakonom s = s, + vt , gdje su sy, v = const.

Odrediti ugaonu brzinu diska i brzinu tacke C u proizvoljnom trenutku vremena.

23;3 S .

sl.5.3.

Rjesenje:

sl.5.3.a

Disk vrsi sloZeno kretanje, pri ¢emu je prenosno kretanje obrtanje Stapa, a relativno
kretanje je kotrljanje diska po Stapu. Pri prenosnom kretanju smatramo da je disk
kruto vezan (na primjer zavaren) za Stap. Njegova ugaona brzina u tom slucaju (a to
je prenosna ugaona brzina) jednaka je ugaonoj brzini Stapa, pa je:

Wy = W
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Prenosna brzina ta¢ke C, moze se odrediti kao:

vp =0C-w

Buduc¢i da ovu brzinu treba sabrati sa relativnom, pogodnije je imati njene projekcije
na ose Ox i Oy. Da bi se one izra¢unale, uvesce se tatka C' koja se krece zajedno sa
Stapom, a koja se u datom trenutku poklapa sa takom C. Dakle, tacka C se relativno
krece u odnosu na tacku C’ koja miruje u odnosu na $tap. Kako tacke B i C’ (aline i
tacka C) pripadaju istom zamisljenom krutom tijelu, vazice:
ﬁp = 'BC’ = 1-7)3 + ﬁgl
Pri tome su intenziteti ovih brzina:
vg =s(tw

UCBI =Tw

u prikazanim pravcima (brzina tacke B je docrtana u tacki C'). Ugaona brzina koju
disk ima, ako u mislima zaustavimo $tap i dozvolimo kretanje diska po Stapu, je
relativna ugaona brzina. Kako u tom slucaju relativna brzina ta¢ke C iznosi,

v =8S=7,

a relativna ugaona brzina je,

sl.5.3.b
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Ukupna ugaona brzina diska w,, dobija se vektorskim sabiranjem prenosne i
relativne ugaone brzine, pa je:

Wq = Wy + &y
One su istog pravca, a suprotnog smjera, na osnovu ¢ega je:

v
Wq = Wp — Wr =W =

Apsolutna brzina tacke C se izraCunava na osnovu:
Ve = Up + 1y
Projektovanjem ove jednacine na ose x i y dobijamo:
vxzvr—vg, =v—rw
vy, =vp = s(w = (5o + vt )w

pa je intenzitet brzine tacke C

ve= [v,2+v,2= Jw —rw)? + (5o + vt )2w?
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6. ELEMENTI TEORIJE MEHANIZAMA

6.1. OSNOVNI POJMOVI

Mehanizam je svaki sistem tijela ¢ija su kretanja medusobno povezana.
Osnovna funkcija mehanizma je prenos sile i kretanja ili vodenje tacke po
zadatoj putanji, odnosno tijela kroz zadate polozaje. U zavisnosti od toga koja
od ovih funkcija dominira, razlikuju se dvije osnovne grupe mehanizama:

a) mehanizmi za prenos i
b) mehanizmi za vodenje.

Mehanizmi za prenos imaju zadatak da silu ili kretanje prenesu od
pogona do izvr$nog dela masine ili nekog drugog mehanizma po utvrdenoj
prenosnoj funkciji. Prenosna funkcija je zavisnost izlazne koordinate y za
kruzno, odnosno s za pravolinijsko kretanje vodjenog ¢lana, od pogonske
koordinate.

Mehanizmi za vodenje imaju zadatak da provedu tacku, odnosno telo,
kroz zadate polozaje.

Clan mehanizma je jedno ili vide tijela Gvrsto spojenih u jednu cjelinu.
Kinematic¢ki par su dva ¢lana mehanizma ¢ija su kretanja u uzajamnoj vezi.
Prema vrsti konematickih parova, mehanizme mozemo podijeliti kao §to je
prikazano na slici (sl.81).

Nizi kinematicki parovi su oni kod kojih se pojedini ¢lanovi dodiruju

povrSinama. Kod njih se kretanje ne mijenja i kada ¢lanovi zamjene mjesta
(npr. veza Stap-klizac).

Visi kinematicki parovi su oni kod kojih se dodir ostvaruje u jednoj
tacki ili liniji. Kod njih ne vaZzi pravilo komutativnosti mjesta clanova
(frikcioni prenosnici, zubcasti prenosnici,...)

168



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

Broj stepeni slobode relativnog kretanja, jednog ¢lana kinematickog
para u odnosu na drugi je pokretljivost, oznacena sa H, koja je odredena sa:

H=6-k (6.1)

gdje je k — broj veza koje su nametnute kinematickom paru.

Vrsta
mehanizam Poluzni
a

Kotrljajni

. Bregasti
(zupCasti) g

Ravni
mehanizmi

Sferni
mehanizmi

- |
Prostorni '/ji ( ( ° \ %& )

2k

mehanizmi

sl.81.

Vise ¢lanova, medjusobno povezanih zglobovima, Cine kinematski
lanac. Kinematski lanac je otvoren (sl.82.a) ako je poslednji ¢lan vezan samo
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jednim ¢lanom mehanizma. Ukoliko je poslednji ¢lan vezan za dva ili vise
¢lanova mehanizma kinematski lanac je zatvoren (sl.82.b)

sl.82.

Broj stepeni slobode kretanja mehanizma predstavlja broj potrebnih
koordinata da bi njegov poloZzaj bio jednoznac¢no odreden.

Strukturna formula za odredjivanje broja stepeni slobode, odnosno
stepena pokretljivosti mehanizma S, kod ravmih mehanizama moze se
iskazati izrazom,

S=3n—2ns—n, (6.2)
gdje je:
n — broj pokretnih ¢lanova mehanizma,
ng — broj kinematickih parova nize klase,

ns — broj kinematickih parova vise klase.

Zadatak kinematike mehanizama jeste odredivanje, u svakom trenutku
vremena, kinematickih veli¢ina ¢lanova mehanizma u funkciji kinematskih
vrijednosti pogonskog ¢lana. Ovdje ¢e biti prouceni osnovni oblici poluznih
i kotrljajnih mehanizama.
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6.2. POLUZNI MEHANIZMI

Kinematski lanac sastavljen od rotacionih i prizmati¢nih parova naziva se
poluzni mehanizam. Ovdje ¢e biti prikazana kinematicka analiza zglavkastog
cetverougaonika i klipnog mehanizma.

a) Zglavkasti ¢etvorougao

Zglavkasti Cetverougao je kinematicki lanac koji se sastoji iz Cetiri
poluge spojene sa cetiri cilindricna zgloba. Zavisno od odnosa duzina i
poluga, ovaj mehanizam sluzi za pretvaranje jednog obrtnog kretanja u drugo
obrtno, odnosno translatorno kretanje.

Stepen pokretljivosti zglavkastog Cetverougla (s1.83) je S=1, jer je
n=3 ns=4 n,=0, odnosno

§=3-3-2-4-0=1

sl.83.

Posmatrajmo zglavkasti Cetverougao kod kog je poznat zakon
obrtanja poluge A, ¢ = ¢(t) i rastojanja AB,AD,BC i CD , potrebno je
odrediti ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje poluge CD u datom poloZzaju
mehanizma.

Za odredivanje trazene ugaone brzine i ugaonog ubrzanja potrebno je
odrediti zakon promjene ugla . Polazi se od ABED odakle slijedi da je
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__BE _ ABsing
tg, = DE  AD+ABcosg
dobija se
AB sin
l/)z = arctg%
AD+ABcos@

Iz ABCD, slijedi da je
BC? = BD? + CD? — 2BD CD cosy,
Za odredivanje ugla ¥4, potrebno je na¢i BD. 1z AABD slijedi da je
BD? = AB? + AD? + 2AB AD cosy
Primjenom kosinusne teoreme, u ABDC (sl.83), dobija se da je

BC? = AB? + AD? + 2AB AD cosy) + CD? —
2CD+/AB? 4+ AD? + 2AB AD cos¢ cosi,

odnosno,

7AB%+24B AD cosy+CD%—BC2
2CD\[AB2+AD2+24B AD cosg

cosyp, =

g,

AB?+2AB AD cosy+CD2—BC?
2CD\/AB2+AD2+2AB AD cos@

Y, = arccos

Tada je koris¢enjem izraza (6.4) i (6.9)

Y=+,

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

Dakle, ako je poznato ¢ = ¢(t), tada je na osnovu prethodnog odredeno i

Y =9(t)

Ugaona brzina i ugaono ubrzanje poluge BC tada su odredeni kao

wep =Y, Ep =Y

(6.11)

(6.12)
172



R. Antunovic MEHANIKA-Kinematika

Kao primjer kinematicke analize jednog zglavkastog ¢etverougaonika, u
odredenom trenutku vremena, uradena je i u zadatku (Zadatak 3.9).

b) Klipni mehanizam

Klipni mehanizam je kinematicki lanac koji se sastoji od: krivaje OA,
klipne poluge AB, klizaca B i postolja I (sI.84).

Stepen pokretljivosti klipnog mehanizma, moze se odrediti, ha osnovu
toga da je

n=3 ns=4 n,=0, (6.13)
kao,
§$=3:-3-2:4-0=1 (6.14)

Posmatrajmo Klipni mehanizam (sl.84.) kod koga su poznata duzina
krivaje OA i klipne poluge AB i neka u datom trenutku vremena, datom
polozaju, obje poluge zaklapaju isti ugao « sa 0som Oy koordinatnog sistema
Oaxxy. Potreno je naci ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje klipne poluge AB
odnosno izvr$nog ¢lana (klizaca B), ako je ugaona brzina krivaje w=cont. i
ako se kliza¢ B krece duz ose O1X.

Na osnovu datih podataka odreden je
trenutni pol brzina P poluge AB, odakle se
vidi da je trougao ABP jednakokraki pa je
AP = AB.

Brzina tacke A kao tacke krivaje OA
odredena je sa

v, = OAw (6.15)

7  abrzina tacke A kao tacke poluge AB
odredena je sa

v, = APw, (6.16)
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gdje je sa w, oznacena ugaona brzina klipne poluge AB . 1z jednacina (6.15)
1 (6.16) slijedida je

Wy = %w. (6.17)

Kako se polozaj trenutnog pola brzina poluge AB mijenja u svakom
trenutku, tj. AP # const. iz prethodnog izraza ne moze se zakljuditi nista u
vezi ugaonog ubrzanja &; klipne poluge AB.

Ugaono ubrzanje &;, moze se odrediti i iz relacije

U ovoj relaciji nepoznat je intezitet vektora ag i dir. Ako vektorsku
jednacinu (6.18), projektujemo na osu Ouy, slijedi da je

0 = —ayy cosa + ajy cos a — ajpr sina (6.19)
Kako je,
uy = a4 = OAw? i
agy = wf = i;iwz’ agr = ABe;,
slijedi da je
&5 =1A1-1Dw?tga, (6.20)

gdjeje 1 = % . |z izraza za &, je ocigledno da je &; # w;. Da bi mehanizam

mogao stalno da se kreée, mora da bude AB > OA. Slijedi da je 1 < 1, tako
da je & < 0, §to znaci da nije napravljena dobra pretpostavka za dg;. To
znaci da je smjer &; isti kao i smjer w,. Dakle, spojna poluga u posmatranom
polozaju obrée se ubrzano.

Kao primjer, kinemati¢ka analiza u datom trenutku vremena jednog
klipnog mehanizma, uradena je u ranijim zadacima (Zadatak 3.5) i (Zadatak
3.8).
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6.3.KOTRLJAJNI MEHANIZMI

Mehanizmi koji su namijenjeni za prenosSenje obrtnog kretanja, sa
jednog vratila koje se naziva vodece, na drugo vratilo koje se naziva vodeno,
nazivaju se kotrljajni (prenosni) mehanizmi.

Prenos obrtnog kretanja posljedica je postojanja sile trenja u dodirnim
povrSinama tockova, kao $to je to kod frikcionih prenosnika ili pomocu
zubaca zupcanika, kao $to je to kod zupcastih prenosnika.

U opstem slucaju, elementi prenosnog mehanizma obréu se razlic¢itim
ugaonim brzinama. Ako je sa 1 oznacen vodeci element, a sa 2 vodeni
element (sl.85), tada se prenosni odnos definise kao

1, 14

A O
NI NI
|
|

|
|

i1,2 = — (621)

=i

1
R

sl.85.

Prenosni odnos govori o tome koliko puta se povecava ili smanjuje
ugaona brzina obrtnog kretanja jednoq tijela pri prenosu na obrtno kretanja

drugog tijela.
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Prenosnici ¢iji je prenosni odnos i > 1 nazivaju se reduktori, dok se
prenosnici sa prenosnim odnosom i < 1 nazivaju multiplikatori.

Prenosni odnos moze se izraziti i kao odnos drugih veli¢ina. Ako je sa U
oznacena brzina u tacki dodira elemenata koji u¢estvuju u prenoSenju obrtnog
kretanja, tada vazi

V=W = Wyl (6.22)
Prethodni izraz omogucava da se prenosni odnos izrazi i u obliku

i1,2 = ﬂ = 7'_2 (623)

(25 T

Dakle, odnos ugaonih brzina kod prenosnih mehanizama obrnuto je
proporcionalan odnosu njihovih poluprecnika.

Osim toga, ako se sa z oznaci broj zubaca zupéanika koji ¢ini prenosni
mehanizam, a sa e korak zupcanika, tada vazi

2rm = ze, (6.24)

a pri tome je, sa r ozna¢en polupre¢nik podeonog kruga. Relacija (6.24) moze
se napisati u obliku 2r = %Z = mz, gdje je sa m oznacen modul zupcanika.

Tada vazi da je
2T1 = mzq, ZTZ =mz, (625)
tako da se prenosni odnos, moze pisati kao

hp=—=2=2 (6.26)

w2 1 Z1

Kako pri jednolikom (ravnomjernom) obrtanju, vazi da je

w =222 (6.27)

30’

to se prenosni odnos moze izraziti i u obliku

o m_Tn_%
hp = = =5 =, (6.28)
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Treba napomenuti, da je prenosni odnos niza spojenih elemenata
prenosnog mehanizma sa meduelementima jednak proizvodu prenosnih

odnosa izmedu pojedinih elemenata.
Prenosni mehanizmi mogu biti 1 sa kontinualno promjenjivim
prenosnim odnosom, takvi prenosnici kretanja nazivaju se varijatori (sl.86).

Kod njih je prenosni odnos odrden sa
(6.29)

wq X

i =
1.2 w2 1

T 11, I
[V

: “ I/’

A
X
/
2, I 1 E
(l):z.!’/j E
s1.86.

Ako je poznata brzina vodeceg vratila w;,tada je brzina vodenog

vratila odredena sa,
(6.30)

_ "
Wy = w1;

1 o€igledno je na koji na€in ugaona brzina vodenog zupcanika zavisi od

promjenjivog raspojanja X.
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