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1. Uvod

Metode rjeSavanja inZenjerskih problema
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objektu pra¢eno je znacajnim poteskocama, a ponekad je to i nemoguce obaviti.
Neki sistemi su veoma slozeni tako da je na njima nemoguce vrsiti mjerenje eksperimentalnim putem. To se
zemljinu atmosferu, neke mikro i nanao sisteme. Takode, velike su poteskoce eksperimentalnih istrazivanja
covjeka i zivotinja. Osim toga, znacajan ograni¢avajuéi faktor u eksperimentalnim istrazivanjima jeste njihovg



Sa razvojem nauke, prije svega matematike, dolazi se do znacajnog napretka u razvoju numerickih metoda koje se
eksperimentalnih istrazivanja. Osnovna karakteristika svake numericke metode ogleda se u tome da ona predsta
nekog realnog fizikalnog sistema, pri ¢emu to rjeSenje mora biti dovoljno ta¢no. Od te tacnosti najvise zavisi primje
numeri¢kog modela.

Tacnost numericke metode je uvijek uslovljena sumom matematickih formulacija kao i formulacijom numerickog metoc
za rjesavanje sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina. Osnovna svrha koristenja numerickih metoda ogleda se u sma
I vremena ispitivanja eksperimentalnog modela.

Medutim, veoma cesto eksperimentalna metoda se koristi za odredivanje vrijednosti nekih parametara koji su neophodni
numericke metode. Kod ispitivanja materijala to su uglavnom Jangov modul elasti¢nosti (E), zatezna ¢vrstoca, modul ¢
granica proporcionalnosti i dr.




1.2 O numerickim metodama

Postupak rjesavanja inzenjerskih problema primjenom numerickih metoda sastoji se od tri faze:

1. Idealizacija ili matematicko modelovanja,
2. Diskretizacija matemati¢kog modela,

3. Rjesavanje sistema diskretizovanih jednacina.
DISKRETIZACIJA

RJESAVANJE
DISKRETNOG MODELA

IDEALIZACIJA




Idealizacija (matematicko modelovanje) je opisivanje fizikalnih sistema odgovaraju¢im matematickim modelom
moze biti izveden u diferencijalnoj 1 varijacijskoj formulaciji.

Diferencijalna formulacija je opisana sistemom diferencijalnih jedna¢ina u prostoru ili vremenu ukljucujuci odg
grani¢ne uslove. Primjenom matematic¢kih transformacija moguce je u integralne jednacine ukljkuciti i odredent
Rjesenja diferencijalnih jednacina aproksimiraju se pomocu pretpostavljenih funkcija i nepoznatih parametara, nako
integralne jednacine transformisu u sistem algebarskih jednadina c¢ija Su rjeSenja nepoznati parametri. Ti postupci
metoda tezinskog reziduala koje se razlikuju zavisno od izbora tezinskih funkcija.

Varijacijska formulacija se temelji na funskcionalu iz ¢ijeg je uslova stacionarnosti moguce izvesti diferencijalnu
Odnosno, u uslovu stacionarnosti funkcionala sadrzane su osnovne diferencijalne jednacine zajedno sa odgovarajucin
uslovima. Uslov za varijacijsku formulaciju je postojanje funkcionala, sto znaci da diferencijalna formulacija ima Siru p
varijacijske formulacije. Funkcional je u matemati¢cnom smislu funkcija odredena integralom ¢iji su argumenti takode f
mehanici elasti¢nih tijela funkcional je jednak ukupnoj potencijalnoj energiji. Priblizna metoda koja se temelji na va
formulaciji je Rayleigh-Ritzova metoda. Rjesenje za ramatrano podrucje pretpostavlja se u obliku proizvoda interpolacijskih f
nepoznatih parametara. Nakon uvrstavanja rjesenja u funkcional, iz uslova stacionarnosti dobija se sistem algebarskih jednacina
rjeSenja nepoznati parametri. Varijacijska Rayleigh-Ritzova metoda kao i metode tezinskog reziduala mogu se primjeniti sa
rjesavanje jednostavnijih problema. Cesto je za sloZenije matemati¢ke modele vrlo tesko pronaéi funkcije koje dovoljno taéno @
raspodjelu odgovarajucih fizikalnih veli¢ina i cijelom razmatranom podrucju.

Diskretizacija je postupak kojim se kontinualni sistem zamjenjuje diskretnim sistemom koji se opisuje sa kona¢nim broje
varijabli. Razlikuje se diskretizacija podrucja i diskretizacija jednacina. Diskretizacija podruc¢ja predstavlja podjelu
potporducja za kojoa se izracunavaju nepoznate varijable. Relacije za izracunavanje tih varijabli izvode se diskreti
kojima se aproksimiraju kontinualni sistemi. Primjenom postupka diskretizacije, sistem diferencijalnih jeds
istemom algebarskih jednacina.



Najstarija diskretizacijska metoda je metoda konacnih razlika (MKR) koja je svoju pravu primjenu nasla sa ra
temelji na diskretizaciji razmatranog podrucja disketnim tackama (¢vorovima) koje ¢ine mrezu konacnih ra
postavljaju diferencijalne jednacine pri cemu se derivacije (izvodi) zamjenjuju kona¢nim razlikama koje se
zavisnih varijabli u susjednim ¢vorovima.

—

r M
X
qa B4 A
oy
zy wy; =0
Y S S A P S DY w3z = 0 -vertikalno pomjeranje u ¢vorovima

R Wg = 0

% F Fy, l

v "
ép Ax 2 30 4] s
Fy

n=35 -broj ¢vorova

Dobija se sistem algebarskih jednacina ¢ija su rjeSenja vrijednosti varijabli u ¢vorovima. RjeSenja za podrucja izmedu ¢vo
nije moguce dobiti jer se metoda ne temelji na aproksimacijskim funkcijama. Nedostatak ove metode se ogleda u tome ¢
probleme veoma tesko opisati grani¢ne (konturne) uslove, a to posebno dolazi do izrazaja ako su u grani¢ne uslove
viSeg reda. Danas se ova metoda uglavnom primjenjuje za rjesavanje problema u mehanici fluida i za vremens
rjeSavanju nestacionarnih problema. U mehanici deformabilnih tijela primjenjuje se samo za rjesavanje jednosta



Druga diskretizacijska metoda je metoda konacnih zapremina (MKZ). Njena primjena se uglavnom odnd
mehanike strujanja, iako se moze primjenjivati i u podrucju mehanike deformabilnih tijela, kao i u rjesav
problema.

Diskretizacija se provodi podjelom razmatranog podruc¢ja na potpodrucja koja se nazivaju konacne ili kontroln
postavlja integralna jednacina, pri ¢emu se integrali po zapremini transformiSu u povrsinske integrale koji se
vrijednostima.
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Kontrolna zapremina

Nakon odgovarajuc¢ih transformacija, za svaku kontrolnu zaperminu se izvodi diskretizovana jednacina pri cemu Se
varijabla naj¢esc¢e odnosi na sredisnju tacku (¢vor) kontrolne zapremine. Slaganjem diskretizovanih jednacina za pojedi
se globalni sistem algebarskih jednacina za prora¢unski model ¢ije su nepoznate varijable u ¢vorovima kontrolnih za



ajSiru primjenu pri rjeSavanju inzenjerskih problema ima diskretizacijska metoda konacnih elemenata (MK
oje za citavo podrucje definicije dovoljno tacno opisuju rjeSenje diferencijalne jednacine, pa se razmatrano
ijelove, odnosno potpodrucja koja nazivamo konaénim elementima.

Za svaki konac¢ni element pretpostavlja se rjesenje diferencijalne jednacine u obliku interpolacijslih funkcij
taCkama Koje su najcesS¢e smjestene duz ivica elemenata. Te tacke su ¢vorovi kona¢nih elemenata.

Primjenom metoda tezinskog reziduala ili varijacijske Rayleigh-Ritzove metode, za svaki konac¢ni element uvodi se
jednacina koja ¢ini sistem algebarskih jednacina ¢ije su nepoznate vrijednosti u ¢vorovima.
Nakon toga se izvodi globalni diskretizovani sistem jednacina za cijelo razmatrano podrucje, pri cemu Su nepoznate ¢vorne
svih konac¢nih elemenata proracunskog modela. MKE ima najsiru primjenu u mehanici ¢vrstih tijela.



U sklopu ovog kursa izuavac¢emo nekoliko numerickih metoda koje se zasnivaju na sasvim razli¢itim me
principima.

-Metoda tezinskog reziduala (Galerkinova metoda),
-Rayleigh-Ritzova metoda,

-Metoda konacnih razlika,

-Metoda konac¢nih zapremina

Medutim, ono §to je zajednicko za svaku od ovih metoda jeste da se sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina, koji predstavlj
model svodi na sistem linearnih algebarskih jednacina.

To nastaje kao rezultat diskretizacije matemati¢kog modela. Sto je diskretizacija ,,sitnija“, to je broj linearnih algebarskih jednadina

Na taj nacin se postize veca tacnost, ali je postupak rjesavanja linearnih jednacina duzi i slozeniji.




