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7. Metoda kona¢nih zapremina (MKZ)
7.1 Aproksimacija integrala
7.2 Diskretizacija stacionarne jednacine prenosa

Doc. dr Dejan Jeremié



Metoda konacnih zapremina (MKZ) je diskretizacijska metoda. Njena primjena se uglavnom odnosi na rjes:
strujanja, prenosa toplote i elektromagnetnog polja, iako se moze primjenjivati i u podru¢ju mehanike defc
rjeSavanju drugih inzenjerskih problema.

Diskretizacija se provodi podjelom razmatranog podruc¢ja na odgovarajuci broj potpodru¢ja koja se nazivaju
zapremine za koje se postavlja integralna jednacina. Prilikom diskretizacije potrebo je izabrati tacke u kojima ¢e se iz
varijable. Razlikuju se ¢vorovi u vrhovima i u sredini (teziStu) kona¢nih zapremina.
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Polozaj ¢vorova u kontrolnim zapreminama

Ovdje ¢e se razmatrati formulacija sa ¢vorovima u srediStu kontrolnih zapremina. Mada se u dvodimenzionalnir
povrSinama, uobicajeno je da se povrsine nazivaju kontrolnim zapreminama.



Razlikuju se tacke u srediStu kontrolnih zapremina, tacke koje polove stranice i tacke u vrhovima cetverougla.
pri orijentaciji u prostoru (oznake na kompasu strana svijeta). Sredisnje tacke okolnih kontrolnih zapremina se
stranama svijeta.
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Kontrolna zapremina

Nakon odgovarajucih transformacija, za svaku kontrolnu zapreminu se izvodi diskretizovana jednacina pri ¢emu Se nepg
varijabla odnosi na srediSnju tacku (¢vor) kontrolne zapremine. Slaganjem diskretizovanih jednacina za pojedina po
globalni sistem algebarskih jednacina za proracunski model ¢ije su nepoznate varijable u ¢vorovima kontrolnih zaprem




Prikaza¢emo metodu kona¢nih zapremina na primjeru dvodimenzionalne stacionarne jednacine prenosa toplote

d d¢
—(pviqb — /1—) = f [ = 1,2 (7-1)

axi axi

Integraljenjem izraza (7.1) po proizvoljnoj kontrolnoj zapremini dobija se

I Aa(p dV = av
o, pvip — %, = jf (7.2)

%4
vV

Ako na lijevu stranu jednacine primjenimo Gaussovu integralnu teoremu, lijeva strana prelazi u izraz

d 0 ¢
—( pv;p —A1—|dV = B — A— |n;dS  (7.3)
axi (pvl¢ axl> (pvld) axl> nl
%4 S

S -povrsina plohe koja ograni¢ava zapreminu V

N -komponente jedini¢nog vektora vanjske normale na plohu u Kortezijevim koordinatama

Nakon uvrStavanja izraza (7.3) u izraz (7.2) dobijamo

/16§b ds = dVv (7.4)
pUid — oax; ) M —Jf -

S



RjeSavacemo problem provodenja toplote u Cvrstom tijelu kod koga se svaka elementarna Cestica nalazi u stan
tako dobijamo izraz

dp -
- (Aa—xi>nids_ j Fdv (75

%4
S

Povrsinski integral (7.5) se moZe napisati kao zbir Cetiri povrSinska integrala po stranicama kontrolne zapremine koju
gdje se indeks k odnosi na tacke koje polove stranice k =e,w,n,s .

d¢ § d¢
— (Aa—xl> n;ds = — j(ﬂa—x) NidSy  (7.6)
Xk

S

Pravila indeksnog zapisa se odnose samo na indeks i. Integral na desnoj strani izraza (7.6) predstavlja difuzioni tok za
kontrlone zapremine.

d
F,? = — (A%) nkidSk (7-7)
l

Sk




7.1 Aproksimacija integrala

Za diskretizaciju razmatranog problema potrebno je provesti aproksimaciju povrsinskih i zapreminskih integre
priblizno opisuje skup tacaka). Pri aproksimaciji povrsinskih integrala prvo ¢e se provesti aproksimacija vrijée
funkcija na stranicama kontrolnih zapremina, da bi se nakon toga vrijednosti na stranicama kontrolnih zapremina 2
u srediSnjim ¢vorovima. Za aproksimaciju integrala primjenice se formula srednje tacke (midpoint integration for
aproksimacija povrsinskog integrala za stranicu e jednaka

fgdse = geSe (7.8)

Se Ye

g -podintegralna funkcija
Je -vrijednost podintegralne funkcije u srediSnjem ¢voru e na stranici kontrolne zapremine Se

Primjenom formule srednje tacke i na osnovu izraza (7.7) aproksimacija difuzionog toka za k-tu stranicu kontrolne zapremine se
prikazati relacijom

0¢ d¢
Fo =~ (fl a) Ny dSk = —Any; Sk (E) (7.9)
'k

l
Sk



U numerickoj integraciji se Cesto koriste trapezna 1 Simpsonova formula. Prema trapeznoj formuli aproksimaci
stranicu Se je jednaka

’ne
(Gne — se) (7.10)
jgdSe ~ S, > oc
Se
Oe

Iner» 9se -vrijednosti podintegralne funkcije u vrhovima ¢etverougaone kontrolne zapremine koji su pridruzeni stranic

Prema Simpsonovoj formuli aproksimacija integrala je

fgdse ~ Se (gne + 456 + gse) (711)
Se

Primjenom formule srednje tacke takode se moze aproksimirati 1 zapreminski integral. U tom sluc¢aju se pretpostavlja da je sre
vrijednost podintegralne funkcije f u zapreminskom integralu (7.5) jednaka vrijednosti funkcije u srediSnjem ¢voru (P) kojiy
teziStu razmatrane kontrolne zapremine.

j fdV ~ oAV (1.12)

%4



U izrazu (7.12) AV predstavlja zapreminu kontrolne zapremine Ciji se iznos za ¢etverougaonu kontrolnu zapret
koordinata vrhova Cetverougla pomocu sljedece relacije

1

AV = E [(Xse = Xnw) Ve — Ysw) + (Xne — Xsw) Vnw — Vse)l (7.13)

7.2 Diskretizacija stacionarne jedna¢ine prenosa

Primjenom formule srednje tacke, aproksimacija integralne jednacine (7.5) se moze napisati u obliku

—ZAn s (22) —rav
4 kiok | G k— P (7.14)

k=e,wns

Lijeva strana izraza (7.14) je aproksimacija difuziong toka za stranice kontrolne zapremine Sk, a desna strana je aproksimaci

Potrebno je derivaciju ¥ prikazati pomocu vrijednosti funkcije ¢ u sredi$njim ¢vorovima susjednih kontrolnih zapren
axi




Razmatranjem pravougaone kontrolne zapremine u Kartezijevim koordinatama za koje su vanjske normal
0sama, a vektori vanjskih normala su

Y1'y ? n
Ne = €4 n
nw = —€1 y. nw .n ne
ne = —e '
s 2 n, n, '
— ] — o :
w P e E :
[}
y, l
s % Is se
62? nS
e, Xy Xe Xq, X

Pravougaona kontrolna zapremina

Aproksimacija derivacije ¢e se prikazati na primjeru derivacije u tacki e (6_> :
X
e

Primjenom forme srednje razlike (6.4), derivacije u tacki e priblizno je jednaka

®p -vrijednost varijable u sredisnj

(64)) br — dp (7.15) razmatrane kontrolne zapren
e

ox

Xg — Xp @k -vrijednost varijable u srg
sisjedne kontrolne zap



Razmatranjem pravougaone kontrolne zapremine, izraz (7.14) mozemo napisati u obliku

1(32) nes. 2 (52 S =2(22) nus,—2(22) nys, = foav
axi enei ) axi wnWi v axi nnnl " 0x; Msios _fP (7.16)

L/ s

Sabiranjem po ponovljenim indeksima i dobijamo

) d¢
nelse -1 neZSe
X 2
e e
0

d¢ Ako uvrstimo u izraz (7.17) komponente vektora jedn
ﬁ) Ny1Sw — 4 % N2 Sw (7.17) dobijamo
1/ w ’ 2/ w Ney = 1 Ngp = 0
n 0%, Npy =0 Npz =1
a a¢ n’Sl = 0 nSZ == —1
2 Ns1Ss — 4 (a_) NszSs = fpdV
1 S xz S

d¢ d¢ d¢ d¢ B
—A (E)e S, + A (a)w Sw — A <E)n Sy + A (E) S, = prV (7.18)
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Nakon aproksimacije derivacije prema (7.15) 1 prikaza duzina stranica pomocu koordinata vrhova pravougaon
Sp =8 =x, —x,, =4x
Se =Sw =Yn—Ys =4y

izvodi se konacan i1zraz za razmatranu kontrolnu zapreminu

d¢ d¢ d¢ d¢ _
-2 <E)e Ay + 2 <E)W Ay — A <$)n Ax + A (@) Ax = fpAV

S

ili (7.19)

GTA 6TA+6TA aTA_quA
axey axwy aynx aysx_ Ax Y

A -toplotna provodljivost
q -toplotni izvor (ponor)

T -temperatura (K)
P -gustina
AV = Ax - Ay




Primjer 1.
Za homogenu plo¢u prikazanu na slici potrebno je postaviti sistem jednacina konaénih zapremina za proble
Problem diskretizovati sa 2x2 jednake kona¢ne zapremine.

Zadanoie: ¢ = 40 || 5= 1|%9 A—zlwl
adano je: q = 40 |;=,p = 1|51, = 2|

A -toplotna provodljivost
q -toplotni izvor (ponor)
AV = Ax - Ay -veli¢ina kona¢ne zapremine

29T (0,y) = 200y T(2,y) = 200y — 40
0x T(x,1) = 100x — 10x2

A

y Konturni uslovi su:

oT
Aa(o,y) = 200y
oT
oy
T(2,y) =200y — 40
T(x,1) = 100x — 10x?

(x,0) = 200x

1m
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A
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A oT
dy

(x,0) = 200x




Diskretizacija modela
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Jednacina kona¢ne zapremine
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T, —T T3 =T
052505+

1—-50-1= 40105
0,5 2 ’

_2,5T1 + O,STZ + 2T3 = 52,5

Konacna zapremina 2 (KZ2)

‘ Ax = 1m x =15m
I ay=o05m y = 0,25m
oT\ T.—T, 200-025—-40-T, 10-T,
4] K73 o T, Kza o T, dx), 05 0,5 05
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0,5 05+ 4712 1 45012291 g5
0,5 ’ 1 ’ 0,5 B ’

0,5T; — 3,5T, + 2T, = 130




Konac¢na zapremina 3 (KZ3)

oT T, — T,
Ax = 1m x = 0,5m ax) 1
Ay = 0,5m y =0,75m oT 1 1 )
— ] =-=200y ==200-0,75=75 -konturni uslc
y d0x A 2
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Konacna zapremina 4 (KZ4)

Ax = 1m x =15m
I sy =05m y = 0,75m
(6T> T,—T, 200-075—40—T, 110—T,
KZ3 KZ4 ] = = -
‘-TS. ..................... .. T, d0x . 0,5 0,5 0,5
| gf | ka ° Kz2 o T\ _T,—Ts
Sy = Ty T X dx 1
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05 1 025 05 7 1005
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-25 05 2 0 T; 52,5
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2 0 —65 05||Ts] |-1625
0 2 05 —75]IT, —630 2T, — 6,5T; + 0,5T, = —162,5

ZTZ + 0,5T3 - 7,5T4 = —630




Primjer 2.

Za tanku homogenu ploc¢u s konstantnim toplotnim izvorom q potrebno je koriste¢éi metodu konac¢nih zap
diskretizovanih jednacina za izraCunavanje temperature u ¢vorovima. Problem diskretizovati sa 3x2 konacne zapre

Zad je: —80W _1kg A-ZO[W]
adano je: q = kg p=1|—=|,A=20|—

A -toplotna provodljivost
q -toplotni izvor (ponor)
AV = Ax - Ay -veli¢ina kona¢ne zapremine
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AaT( 0) =0
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ay ) ;y -
T(x,1) = 49 — x?



Jednacina kona¢ne zapremine
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Diskretizacija modela
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Konacna zapremina 2 (KZ2)
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Kona¢na zapremina 3 (KZ3)
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Konacna zapremina 4 (KZ4)

Ax = 0,5m x =0,25m
y =0,75m <6T> Ts—Ty
5 ax) 05
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5 6 oT
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Kona¢na zapremina 5 (KZ5)

A Ax = 0,5m x = 0,75m
y Ay = O,Sm y = 0,75m oT T6 B TS
KZ4 KZ5 | KZ6 <£> " 05
A ‘7 " ’ ’ e
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T, — Ty — 5Ts + Ts = —97,875




Kona¢na zapremina 6 (KZ6)

A Ax = 0;5m X = 1,25m
I ay=o05m y = 0,75m o7 )
KZ5 <a) =—7060=-3
KZ4 KZ6
1 S ‘7114 . 15 ' T(,
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—ZT]_ +T2 +T4_ = -1

T1—3T2+T3+T5=—1

Tz _2T3 +T6 = 0,5

T1 - 4T4, + T5 = _98,875
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Ty + T — 4Ty = —94,375
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