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2. Osnovni matematicki modeli u mehanici kontinuuma

Jednostavni problem polja

oblemi polja su fizikalni problemi koji se cesto pojavljuju u raznim oblastima inzenjerstva i obuhvataju prob
tpornost materijala), problem provodenja toplote, elektromagnetnih polja, vrtloznih strujanja i drugo.

lede¢em obliku
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f = f(x) -nepoznata zavisna skalarna veli¢ina

x = x;e; -vektor polozaja proizvoljne materijalne tacke u Euklidovom prostoru s osnovnim jedini¢nim vektorom e;

Kartezijevih koordinatnih osa x;

a = a(x)

f=f

-funkcije nezavisne od ¢ ¢ije fizikalno znacenje zavisi od problema koji se opisuje

X = Xq

—> grani¢na (konturna) povrsina S

razmatrano podrucje zaprg



zmemo daje a = const. i f = const. zatrodimenzionalni problem jednac¢ina (1) ima oblik
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Kada je problem jednodimenzionalan jednacina (1) ima oblik _(/5 /

x2 a

n vektor normale
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tim oblikom parcijalne diferencijalne jednacine (1) definisan je jedan zapreminski problem pri ¢emt

ani¢ena plastom povriine S. U svakoj tacki te povrsine definisan je vektor jedini¢ne normale 7t
bi se neki problem mogao u potpunosti opisati i rijesiti potrebno je duz konturne povrsine poznavati ke

kazana prosta greda i konzola za koje su definisani konturni uslovi.
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U slucaju konzole u popreénom presjeku koji je

Sa slike moze se uoditi da je na krajevima proste grede u
nepokretnom i pokretnom osloncu ugib grede jednak nuli. ~ dozvoljeno vertikalno pomjeranje i rotacija popre¢nog
znaci da su u ukljestenju ugib i nagib jednaki nuli.

Da bi se problem polja mogao u potpunosti opisati i rijesiti pomocu diferencijalne jednacine (1), potrebno je duz konturne

poznavati konturne uslove koji imaju slede¢i oblik

b = ¢s (2)
(3)

zadane funkcije na povrsini

=nle_1>+nze_2>+nge_3>:ﬁ=nl?£ [ = 1,2,3

n=n xi’ + nyj’ + nzl}) komponente jedini¢nog vektora vanjske normale na povrsinu S



acinom (2) definisan je Dirichletov konturni uslov. U problemu otpornosti materijala ti konturni us
jeranje ili privi izvod pomjeranja. Zbog toga se Dirichletov konturni uslov naziva i geometrijski konturni

nac¢inom (3) definisan je Neumannov konturni uslov. U otpornosti materijala ovaj konturni uslov predstavil
konturni uslov sila.

3
Elﬂ = —F  (zakonzolu)
dx3

Na razli¢itim djelovima mogu biti zadani razli¢iti konturni uslovi pa se u tom sluc¢aju radi 0 mjesovitim konturnim uslov

Jednacinom (1) definisan je stacionarni problem, a to se moze zakljuéiti na osnovu toga sto U jednacini (1) ne figurise izv@
U slucaju nestacionarnog problema jednacinu (1) je potrebno prosiriti nezavisnom varijablom vremenom t i ona ima sledec

ap o [ ap\
ot ox; (“ axi> =7 4)

Ovdje je nepoznata skalarna veli¢ina funkcija vremena ¢ = ¢(x,t) pa je potrebno konturnim uslovima, koji takode
vremena, pridruziti slede¢i pocetni uslov

¢ = ¢p(x,t0) = Po(x)

Nestacionarni problem se ¢esto naziva i problem pocetnih vrijednosti.



g oblika diferencijalne jednacine (1) moguce je izvesti dva posebna oblika koja se ¢esto primjenjuju u inzé
kadaje a = 1, jednacina (1) ima oblik
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slucaku kadaje a =1 i f = 0, jednadina (1) ima oblik

0 ¢ a=1 d%¢
——\laz—|=f = > - =0
Ox; \  0Ox; f=o 0x;0x; (6) Laplaceova diferencijalna jednacina
%¢p 0%¢p 0%¢

dx? * dy? * 072 0

Poissonovom diferencijalno jedna¢inom u mehanici deformabilnih tijela (otpornosti materijala) opisan je np
opterecenog Stapa i uvijanja Stapa neokruglog poprecnog presjeka. Takode, moguce je modelirati problem provog
tijelu. Pomocu Laplaceove jednac¢ine moguce je rjeSavati problem nestisljivog potencijalnog strujanja u mehanici



2.2 Problemi prenosa toplote

Kondukeija Konvekeija Radijacija
Kondukeija je prenos Konvekija je prenos toplote Radijacija je prenos toplote preko

) ... kroz évrsta e, ode i vazduh ;
Poznato je da postoje tri na¢ina prenosa toplote: Wi s ———

« provodenje (kondukcija),
« konvekcija i
 radijacija (zracenje)

Toplota se prenosi provodenjem kada su dvije tacke posmatranog tijela na razli¢itim temperaturama, pri ¢emu mediji K
provodenje mozZe biti neko &vrsto tijelo ili moze biti fluid koji se kre¢e nekom brzinom ¢ pri tome se provodenje vrsi iz p
podrucje nize temperature.

Prenos toplote zra¢enjem odvija se tako da se zracenje u obliku elektromagnetnih talasa Siri kroz prostor sa povrsSing
drugo i pri tome tome potpuno ili djelimi¢no pretvara u toplotu. Funamentalni zakon prenosa toplote se naziva F
redstavlja osnovnu (konstitutivnu) jednacinu prenosa toplote.



Posmatrajmo sloj nepokretnog gasa ili te¢nosti ili sloj ¢vrstog materijala ¢iji krajevi, tj. grani¢ne povrsine ima
rezultat spontane teznje ka uspostavljanju termicke ravnoteze dolazi do prenosa toplote u smjeru od toplije prema

U pitanju je molekulski mehanizam, koji je rezultat haoticnog kretanja molekula supstance pri ¢emu dolazi do pre
u smjeru u kome temperatura opada (sa brzih na sporije molekule). Izuzetak su metali gdje su glavni prenosioci toplc

Koli¢ina toplote koja u jednici vremena prode kroz neku povrsinu A naziva se fluks toplote ili toplotni fluks (W).
Ako se temperatura u nekom medijumu mijenja samo u jednom koordinatnom pravcu x, za toplotni fluks vazi relacija

Q= _AAZ_T [W] (7) Furijeov zakon (Fourie)
X

A -veli¢ina povrSine normalne na pravac duz koga se temperatura mijenja (x osa)

14
A [W‘ -koeficijent toplotne provodljivosti sredine

Parcijalni izvod ukazuje na to da u opStem slucaju pretpostavljamo nestacionaryn prenos toplote, tj. da temperatura zavisi od vre

T =T(x,t)

Iz jednacine (7) dobijamo specifi¢ni toplotni fluks ili gustinu toplotnog fluksa g, .

Q —AAg—T oT T W _ :
_ X _ 1~ [_2] (8) gustina toplotnog fliksa
dx lm

=LA

ednacina (8) predstavlja jednodimenzionalni oblik provodenja toplote pri cemu A zavisi od vrste materijala.
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Smjer specifi¢nog toplotnog fluksa

vrijednost toplotnog fluksa znaci da je njegov smjer jednak pozitivnom smjeru x ose (slika a), a ako smo dobili negativnu
je njegov smjer suprotan od usvojenog pozitivnog smjera x ose (slika b).




Posmatrajmo stacionarno provodenje toplote kroz ravan zid, debljine d, ¢ija se jedna povrsina (A) nalazi na e
temperaturi T, . 7

A dx
<>
d=x,—x,

/o \

\ =1 ,1 Temperaturni profil pri stad

toplote kroz
I AN
X Xy

Ako pretpostavimo da se toplotna provodljivost zida ne mijenja sa temperaturom (A=const.) i ako unutar zida uo¢imo
debljine dx, posto je proces stacionaran, ulazni toplotni fluks jednak je izlaznom:

g(x)A=q(x+dx)A (9

Iz izraza (9) slijedi g = const.
X1 <x<Xxp

Uz pretpostavku da je specificni toplotni kapacitet fluida konstantan, iz jednacine odrzanja energije izvodi se sledeca je¢

toplote
o(pep,T) 0 oT
T—A— | =+ 10
ot ox \PeVil —Ag | =2pa (10)
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a(pcpT) J oT
T =+ 10
ot * 0x; Pl = A5, —PA ()

14 toplotni i
— 1 -toplotn or (ponor
q kg p I izvor (p )

C L -specificni toplotni kapacitet
D kgK p p p

P -gustina

V; -brzina kretanja posmatrane tacke fluida

Fokusira¢emo Se na stacionarni problem i na prenos toplote u ¢vrstom tijelu kod koga je brzina svake elementarne cestice jed
na osnovu toga jednacina (5) poprima slede¢i oblik

=0= 0 AaT =+

ednac¢inom (11) prikazan je matematicki model prenosa toplote u ¢vrstom tijelu pri ¢emu se polje temperature sn
epromjenjivim u toku vremena.



