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4.1 Metoda tezinskog reziduala-Galerkinova metoda

Za rjeSavanje problema grani¢nih vrijednosti koriste se diferencijalna i varijacijska formulacija. Diferencijalna for
izvodenju diferencijalnih jednacina koje opisuju problem u odredenom podrucju, pri ¢emu stacionarno rjesenje
uslova. Rjesenje u svakoj tacki posmatranog podrucja zavisi od vrijednosti koje su zadate u tackama na ivic
deformabilnih tijela Dirichletovi grani¢ni uslovi su grani¢ni uslovi pomaka ili geometrijski grani¢ni uslovi, a Neumanna
su prirodni grani¢ni uslovi ili grani¢ni uslovi sila.

Potrebno je nac¢i nepoznatu funkciju koja zadovoljava diferencijalnu jednacinu i pridruzene grani¢ne uslove koris¢enjem
integracije i metode za dobijanje pribliznog rjeSenja.

Tacno rjesenje direktim integraljenjem diferencijalne jednacine moguce je dobiti samo za ogranic¢en broj jednostavnih p
mnogo cesce Koriste priblizni postupci rjesavanja kao sto su metoda tezinskog reziduala i metoda konacnih razlika.

Galerkinovu metodu je 1915. godine uveo ruski matematic¢ar Boris Grigoryevich Galerkin. Ova metoda je bazirana na me
tezinskih rezidula. Cinjenica da nije potrebno pisati jednac¢inu u varijacionoj formi, ovoj metodi daje prednost u odnos
Rayleigh-Ricovu metodu, i omoguc¢ava da Galerkinova metoda bude primjenjena na mnogo siru klasu problema.

Galerkinova metoda predstavlja numericku metodu za rjeSavanje deferencijalnih jednacina kojima su opisani samo neki 1
problemi. Ova metoda predstavlja specijalni slucaj metode teZinskog reziduala (ostatka) R.



Radi boljeg razumijevanja, metodu tezinskog reziduala ¢emo Koristiti pri rjeSavanju jednodimenziona
jednodimenzionalni problem opisan Poissonovom diferencijalnom jednac¢inom koja opisuje aksijalno opterecen §
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Zadani granic¢ni uslovi su:

x =0 u(0) =0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

u
x =1 AEd— = Fp, -prirodni (Neumannov) konturni uslov ili
X konturni uslov sila

Kod Galerkinove metode potrebno je prvo pretpostaviti neko rjesenje u obliku funkcije pomaka
u(x) = fitva; a; -nepoznati koeficijent

u(x) = xa; + x%a,+...x'q i=123.n

fi(x) = a;sinx + a,sin®x+....a;sin'x



Svakom nepoznatom koeficijentu a@; pridruzena je funkcija f; koju je potrebno tako odabrati da su grani¢ni
U tackama rjesenje je tacno i rezidual R je jednak nuli.

U podrucju izmedu tacki rjeSenje je priblizno i rezidual R je razli¢it od nule.
d*u
R=AEW‘|'C[x:/—'O (4.1)
Zadatak metode tezinskog reziduala je da odredi nepoznate koeficijente a; na taj nacin da rezidual (ostatak) R
podru¢ju V ima dovoljno malu vrijednost i na taj nac¢in dobijamo tac¢nije rjeSenje. Uvodenjem nezavisnih tezinski

veli¢ine a; izraCunavaju Se iz uslova da je tezinska prosje¢na vrijednost reziduala R u podrucju V jednaka nuli.

f WRAV =0 (4.2 W -matrica tezinskih funkcijé
%4

Ako je matrica tezinskih funkcija W; jednaka pretpostavljenoj funkciji fi ,tj. W;=f za i=123....,n
Galerkinovoj metodi.



U skladu sa Galerkinovom metodom za koju vrijedi da je W; = f;(x) teZinska prosje¢na vrijednost reziduala (0s

jednaka je ]
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AEW ﬁdx + j qxﬂdx =0 (4.3)
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Da bismo dobili model pogodan za rjeSavanje problema potrebno je na diferencijalnoj jednacini (4.3) provesti postuf
integracije za prvi integral pri ¢emu dobijamo slededi izraz
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Primjenom grani¢nihi uslova za aksijalno opterecen Stap prethodna jednacina prelazi u oblik
l
du df; l » | )
AE Trdx Ay fi | dx — [fiFpxlo = 0 (4.5) -opsti izraz Galerkinovog metoda za aksij?
X ax

Nakon parcijalne integracije red derivacije pod integralom se smanjio, a grani¢ni uslovi sila su ukllju¢eni u formulaciju
funkcije f; sada moraju samo zadovoljiti geometrijske grani¢ne uslove.




Primjer 1.
Za aksijalno optere¢en $tap konstantne aksijalne krutosti AE = const. , koji je optereéen kao na slici, potreb
metode odrediti pomjeranje slobodnog kraja. Za funkciju pomaka pretpostaviti funkciju u obliku polinoma drugog

u(x) = ax + a,x?

Zadano je:
% q, I X AE = const.
V) e o = qo = const.
Z
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Zadani problem osno opterecenog Stapa opisan je jednodimenzionalnom Poissonovom diferencijalnom jedna¢inom.
d*u

AEW'FC[}C:O

dx = 4o

Kako bismo primjenili Galerkinog metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija zadovolj




Zadani grani¢ni uslovi su:

x=0 #0)=a0+a,02=0 u(0)=0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

u
x =1 AEd—(l) = F -prirodni (Neumannov) konturni uslov ili
X konturni uslov sila

Funkcija pomaka zadovoljava geometrijske i prirodne konturne uslove.

Za rjesavanje ovog problema koristicemo obrazac (4.4)

Supstitucijom g, = g dobijamo
l 0

di df; dit dii
AE ——"— qof; | dx = fiDAE — lmi + fi(O) 4 —lmo = 0
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Tezinske funkcije su: u(x) = a®+ az@

dfy du _
flzx E:l dx—a1+2a2x
= x2 d
fZ X ﬁzzx
dx

1 =1,2

Posto imamo dvije tezinske funkcije formira¢emo dvije jednacine sa dvije nepoznate.
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Ako dobijenu vrijednost uvrstimo u jedna¢inu 1 dobijamo
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Uvrstavanjem dobijenih vrijednosti u pretpostavljenu funkciju dobija izraz za pomak
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S obzirom da se trazi pomjeranje na kraju nosaca potrebno je u prethodni izraz uvrstiti  x = [

_ 361012 %lz
u(l) == —
2 AE 2AE
_ QOlz
) 10"
u(l) 1E

slijedi da su zadovoljeni uslovi ravnoteze i grani¢ni uslovi sila, tj. zadovoljeni su u svakoj tacki Stapne konstrukcije.



Primjer 2.
Za aksijalno optere¢en $tap konstantne aksijalne krutosti AE = const. , koji je optereéen kao na slici, potreb
metode odrediti pomjeranje u tacki B i raspodjelu uzduzne sile. Za funkciju pomaka pretpostaviti funkciju u obl

u(x) = ax + a,x?

9 Zadano je:
F = qu
AE = const.
I X

NN

< >
Zy
Zadani problem osno optere¢enog Stapa opisan je jednodimenzionalnom Poissonovom diferencijalnom jednacinom.
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u
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X
q(x) =q, (7) -raspodjela opterecenja

ako bismo primjenili Galerkinog metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija zadova



Zadani grani¢ni uslovi su:

x=0 #0)=a0+a,02=0 u(0)=0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

x =1 AEd—(l) = —F -prirodni (Neumannov) konturni uslov ili
konturni uslov sila

Funkcija pomaka zadovoljava geometrijske i prirodne konturne uslove.

Za rjesavanje ovog problema koristicemo obrazac (4.4)
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Tezinske funkcije su: u(x) = a®+ az@

i, d
| = E:l dx—a1+2a2x
= x2 d
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dx
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Posto imamo dvije tezinske funkcije formira¢emo dvije jednacine sa dvije nepoznate.
l

dud
j (AEd—;‘d—f - 4, (%)fl)dx NPl =0 ,i=1
j(AE@@— o G)fz)dx ~1fo(-P)lx= =0 ,i=2

j[AE(a1+2a2x) 1—qo() ]dx—lx( F)ly=1=0,i=1
o

j[AE(a1+2a2x) 2x—qo() ]dx—lx( F)ly,=;=0 ,i=2




13 ,
AE(a1l+a2l2)—qO§+lq0l=O ;l:1
2 4 3 [t 2 ;
AE(all +§azl )—q04—l+l Qol=0 ,i=2
Zqolz 1 .
a1l+a2l2=—§ﬁ/'7 ,l—l
4 3q0l3 1 .
24413 —_"= - Q=2
all +3a2l 1 AE lz
2 qol
a, + ayl = —5%/- (-1) ,i=1 (jednagina 1)
4 3 qol : ..
a+-al =——— ,i =2  (jednacina 2)

3 4 AE




3AE
hT3% 4 AE
~Gltzal=gor—eag 7
—3a2+4a2_6q0—5q0
3  12AE

1 do

3% = "4 /3

0= L4

2 4 AE

Ako dobijenu vrijednost uvrstimo u jedna¢inu 1 dobijamo
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Uvrstavanjem dobijenih vrijednosti u pretpostavljenu funkciju dobija izraz za pomak

12 AE 4 AE
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S obzirom da se trazi pomjeranje na kraju nosa¢a potrebno je u prethodni izraz uvrstiti x = [




