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4.2 Primjena Galerkinogov metoda pri rjesavanju problema savijanja grede

Za pravolinijski element konstrukcije koji je izlozen dejstvu spoljnjeg opterecenja upravnog na njegovu poduznu
sila koje su paralelne sa poduznom 0som kazemo da je opterecen na savijanje. Ovakve pravolinijske elemente

Posmatrajmo konzolu koja je optere¢ena spregom intenziteta M, , koncentrisanom silom  F,
(kontinualnim) opterecenjam q.

qo = q, = const.
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Napravili jedan zamisljeni presjek grede sa ravni normalnom na poduznu 0su X.
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Iz stati¢kih uslova ravnoteze za elementarni djeli¢ dobijamo 0
dx
22i=—¢+92/+sz+qzdx=O ZMD—/M+%+dMy+%7—
do, d?(x) < dx
T -z (4.6) dM,, — Q,dx =
dM,, = Q,dx
dM,,




AKo izraz (4.6) uvrstimo u izraz (4.7) dobijamo

dzMy _ dQ,
dx? dx
dZMy
dx2 = ~qz (4.3)
... dFy dM d’M . .
Navedeni izrazi (z) _ _ —) = — ) —qg., = predstavlja vezu izmedu naf
dx 1z fr =" 12 = dx2

transferzalne sile i specifi¢nog opterecenja.

Koriste¢i diferencijalnu jednacinu eleasti¢ne linije dobijamo

d?w
Ely W = —My (49)
d*w d*M,
[, —— = —
Y dx* dx?
d*w
El, Tt =4dq,
d*w _ B o
El,—F—q,=0 (4.10) Diferencijalna jednacina savijanja grede

y dx4




Posto je diferencijalna jednacina kojom je definisan matematicki model savijanja grede Cetvrtog reda potrebna st
uslova da bismo u potpunosti rijesili posmatrani problem.

Z/ q. M,
.
ZA B
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zy
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1| w(0) =0 ‘
; \ -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili konturni uslov pomaka
11 Ccllx (0) =0

d*w
Hnrgr, —(l) —M,,,

-prirodni (Neumannov) konturni uslov ili konturni uslov sila i momenta

d3
IV EIyF(l) == —sz




Rjesavanje problema grede optere¢ene na savijanje izvodi se pomocu diferencijalne jednacine savijanja grede (4

d*w
Elyw —q,=0 (410)
Ako se rjesenje diferencijalne jednacine za podrudje 0 < x <[  pretpostavi u obliku ~ w(x) = f;(x)q;
problema aksijalno opterec¢enog Stapa i u skladu sa Galerkonovom metodom tezinskog reziduala, izvodi s
izraGunavanje nepoznatih parametara:

l
d*w
Elyw— q ﬁdx =0
0

l
l

d*w ,
Elyw fldx — j quldx =0 i=12,3..,n (4.11)
0

Svakom nepoznatom koeficijentu a; pridruzena je funkcija f; koju je potrebno tako odabrati da su grani¢ni uslovi zadoy
U tackama u kojima je rjesenje tacno rezidual R je jednak nuli, a ako priblizno rjesenje rezidual R je razli¢it od nule

d4

w
R=Elyw—q2¢0 (4.12)



Da bismo dobili model pogodan za rjesavanje problema potrebno je na diferencijalnoj jednacini (4.11) p
integracije dva puta za prvi integral pri ¢emu dobijamo sledeci izraz

l

l
El d*w d°f; J dx + |fiEl, dfl EI = 0 (4.12) -opsti izraz Galerki
Y dx? dx2 q; fidx + |f; y dxz : O01:s11’zraz alerkinovog
2 pterecenu na savijanje
0
ds_ dZ—
EIyF(l) —Fp, El, — Ix2 (1) = —Mp,

Clanovi u uglastim zagradama odgovaraju grani¢nim uslovima sila, $to ukazije da su ti uslovi ukljuéeni u formulaciju, pa pretf
funkcija mora samo zadovoljiti samo geometrijsla grani¢ne uslove.




Primjer 1.
Za konzolni nosa¢ konstantne krutosti na savijanje EI = const., koji je opterec¢en kao na slici, potrebno je pr
odrediti ugib slobodnog kraja i raspodjelu popre¢nih sila i momenata savijanja. Za funkciju ugiba pretpostaviti

drugog stepena w(x) = ax% + a,x8
q, _
/llllllllllllllll Zadano Je:
/ El = const.
X

%'“““"“““"““—“ - qo = const.
/ F=qu
7
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Zadani problem grede opterecene na savijanje opisan je sledeCom diferencijalnom jednacinom.

d*w
Elyw— q, = 0

dz; = qo

Kako bismo primjenili Galerkinog metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija zadovolj




Zadani grani¢ni uslovi su:

w(0) = a0 +a,03=0 w(0)=0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

x=0 _
dw , ,
E(O) = 2a,x + 3a,x* = 2a,0 + 3a,0° =0
d3w
s EgEO=-F -
-prirodni (Neumannov) konturni uslov ili
d?*w konturni uslov sila
Elyw(l) = O

Funkcija ugiba zadovoljava geometrijske konturne uslove.

Za rjesavanje ovog problema koristicemo obrazac (4.12)

l —F 0
L l l
El 4w d°f f dx + dfiEI W =0
Y dx? dx? 9z Jidx + 1 /i \, ldx /dx?| —
0
0

l

l
dZ—dZ ;
f(EIyd—;dx]» _JCszidx ~[fiFlo =0

0
0




Tezinske funkcije su: w(x) = a®2 + C@{S

2 dw _
fi = x? d_f1=2x %zz — = 2a,x + 3a,x? d?’W=
= x3 dx dx? dx dx3
dfz , A%y d?w
; e _ w
=12 dx 3x dx? 6x Tz = 2a, + 6a,x
dz = qo

Posto imamo dvije tezinske funkcije formira¢emo dvije jednacine sa dvije nepoznate.
l

l
d?w d?f.
j(EIyWWzl>_jQOf1dx—[f1F]f) =0 ,i=1

0
l

l
d*wd?f, .
f(EIYdez)_fCIofzdx—[sz]%)=0 =2

0

0

0
l

!
j[EIy(Zal + 6a,x) - 2| dx — J qox?dx — [x?F]5 = 0 i=1
0

0
l l

j[EIy(Zal + 6a,x) - 6x| dx — J qox3dx — [x3F]5 = 0 =2
0 0




! l
j[EIy(4a1 + 12a,x)| dx — j Gox2dx — [x?F],=; =0 i=1
0

0
l

!
=2
f[EIy(12a1x+36a2x2)] dx—jq0x3 dx — [x3F],=; =0 l
0 0
F = qol x =1
[EI (4 + xZ)r [ xT 1“qol = 0 =1
y | *d1Xx az — Qo5 | —1"qol = 1=
)|, 3],
x? 3\ x4 i=2
EI (/‘Iéa + 36a )] —[q —] —13gyl=0 "’
y 1 2 0 0
oo e+ 37, -],
13 1
EL,(4a;l + 6a,l*) — Qo3 ~ qol®> =0 /7 i=1
2 3 l4 4 1 =2
El,(6a,1* + 12a,l )—qoz—qol =0 /-l—2 L=

4‘q0l2 . . d o 1
4a, + 6a,l = ——— /- (—2) i=1 (jednacina 1)

6a, +12a,l = ——— ,i =2 (jednacina 2)




8q0l2
—8(11 — 12a2l = —§E—1y

Squz
6a1 + 12azl = ZE_Iy
8qol”> 5qol”

—8a, + 6a, = _gE_Iy-I_ 4‘E_Iy

L. _ =32q01% + 15qol”
e 12E1,

17 qol?
_ _ _ 110" (=1
200 =~ 15 EL /- (=1)

17 qol?
24 EI,
Ako dobijenu vrijednost uvrstimo u jedna¢inu 1 dobijamo

17 quz 4‘qu2
420 4 6ayl = o
24 £, T 0% =3

| = 4qu2 68 qolz 1
‘2" T3FEL T 24El l

a




4 qu 68 qol
6a2 == —
3EL,  24EL,

32qyl — 68q,l 36q,l 34!
= = — 6a, = —
ot 24E1, > 6 24E1, » 642 =om
_ 1gqol
“2 = T4El

Uvrstavanjem dobijenih vrijednosti u pretpostavljenu funkciju dobija izraz za ugib

. 17 qolz 2 1 qol 3
‘”@"24myx_4E5x

S obzirom da se trazi ugib na kraju nosaca potrebno je u prethodni izraz uvrstiti X = [

_ 11 qu4
24 EI,




Raspodjela poprec¢nih sila:

d3w d3W

A — —=6
Qz - _Ely dx3 dx3 42

Qz = Equ

Raspodjela momenata savijanja:

_ d*w d?w
My = _EIyW W = 2a1 + 6Cl2X
M, = —El,(2a, + 6a,x)
7. — — 1740® _ (140l
My = %’(224153, 4ny)
q 12 X Galerkinovom metodom i metodom direktne integracije diferencijalne jeg
]\71y =_22 (17 — 18—) dobijaju se iste vrijednosti ugiba na kraju konzole. Najvece odstupanje poj
12 L pri izracunavanju popre¢nih sila, Sto ukazuje da greska raste sa poveg

izvoda pretpostavljene funkcije pomaka.



Primjer 2.
Za konzolni nosa¢ konstantne krutosti na savijanje EI = const., koji je opterec¢en kao na slici, potrebno je pr
odrediti ugib slobodnog kraja i raspodjelu popre¢nih sila i momenata savijanja. Za funkciju ugiba pretpostaviti

drugog stepena w(x) = ax% + a,x8
0 Zadano je:
- F = qu
F EI = const.
7 X
/ — o o o o s o o o ) s o mm— = = i
< Z >
zy
Zadani problem grede optere¢ene na savijanje opisan je sledeCom diferencijalnom jednacinom.
d*w
Ely W —q; =
X
dz = 4o (T)

Kako bismo primjenili Galerkinog metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija zadovolj




Zadani grani¢ni uslovi su:

w(0) = a0 +a,03=0 w(0)=0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

x=0 _
dw 5 5
E(O) = 2a,x + 3a,x* = 2a40 + 3a,0“ =0
3_
w
x =1 Elyﬁ(l)=—F

-prirodni (Neumannov) konturni uslov ili

d?w konturni uslov sila
Ely W (l) =0
Funkcija ugiba zadovoljava geometrijske konturne uslove.

Za rjeSavanje 0vog problema koristi¢emo obrazac (4.12)

l —F 0
L l l
El d°w d°f j dx + dfiEI W =0
Y dx? dx? 9z Jidx + 1 fi \, ldx /dx?| —
0
0

l

l
dz—dz :
j(myd—;z”dx’;) - j 4, fidx — [fiF1b = 0

0
0




Tezinske funkcije su: w(x) = a®2 + C@{S

fi = x? d_fl_z ﬂ_z d—W=2a1x+3a2x2
= x3 dx dx? dx

df; df. 2 —
= — =13 2 2 = d“w
i =1,2 dx X A2 6x e 2a, + 6ayx
4z = do

Posto imamo dvije tezinske funkcije formira¢emo dvije jednacine sa dvije nepoznate.

l

l
d*w d*
j (Elyd—ﬁgé) - | a0 (}) frdx = 155 = 0
0

0
l

l
d?w d?
j (Elyd—;f dxj;z) - f a0 (7) fudx — [foFlh = 0,0 =2

0

1

0

l l
X

j[EIy(Zal + 6a,x) - 2| dx — j do (T) x%2dx —[x*F1, =0
0 0

! l

*\ .3 31l

[Ely(Zal + 6a,x) - 6x] dx — | qo (T)x dx — [x°Fly =0

0 0




l

l
X3
j[EIy(4a1 + 12a2x)] dx — j 90 (T) dx — [x?F],=; =0 Q=1
0

0

l
l

J[Ely(lzalx + 36a,x2)| dx — f o (

° 0
F=qyl x=1I

x? el
[Ely (4a1x+ a, )] —[qo— —1%qol=0 ,i=1

[EI (}éa1;+}éa2/y)] [q"sz] gyl = 0 =2

1
El (4a,1 + 6,12) - CIO}(—CIOI =0 /7

El (6a1l + 12a2l3) do qu =0 / 72 =2
5 F

2
4a, + 6a,l = ZC]I;II /- (—2) i=1 (jednacina 1)

=2 ednacina 2
6a, + 12a,l = T EI ( )




10 quz
—8(11 — 12a2l = —TE—Iy
6Q0l2
5 EL
5qol®  6qol?

—8a, + 6a4 = —EE—Iy-F = Ely

6a; + 12a,l =

7 _ —25qu2 + 12quz
T 101,

13 g4l
_ _ _ 210" (=1
201 =75 EL /- (=1)

_ 13 do lZ
20 EI,
Ako dobijenu vrijednost uvrstimo u jedna¢inu 1 dobijamo

13 quz Squz
Y20, TR T aE
| = Squz 13 qolz 1
2 T4EL T 5 EL l

a




“2=4Fl

. 5 EI,
= = — a, = —
ot 20E1, > 6 20E1, > 9= " T508,
9 qol
“2 = T30 El,

Uvrstavanjem dobijenih vrijednosti u pretpostavljenu funkciju dobija izraz za ugib

S obzirom da se trazi ugib na kraju nosad¢a potrebno je u prethodni izraz uvrstiti X = [

gl [13 9
D) = -
WO =% 20 20
17 qu4




Raspodjela poprec¢nih sila:

_ d3— dSW —6
Q; = —El,—3 dx3 %2
— _ — 2 %ol
?f * 35,

Raspodjela momenata savijanja:

_ d?w d?w
My _EIyW W = 2a1 + 6Cl2X

= —EI,(2a; + 6a;x)
1Baol® _ 9 aol
_?/ (220 2 40/E'Iy

qol% (27 ;x\ 13
iy =2 (50 -1)




Primjer 3.
Za gredu konstantne krutosti na savijanje EI = const.  koja je optere¢en kao na slici, potrebno je primjenom
raspodjelu ugiba i momenata savijanja. Za funkciju ugiba odabrati jednu od ponudenih

s _ _ . (T
a) w(x) = acos (Tx) b) w(x) = a;x* + ayx3 c) w(x) = a;sin (Z_Zx) + a,
Zadano je:
do,
EI = const.
Zy
Zadani problem grede opterecene na savijanje opisan je sledeCom diferencijalnom jednacinom.
d*w
Ely W —q; =
X
dz = 4o (T)

Kako bismo primjenili Galerkinog metod potrebno je prvo da provjerimo koja pretpostavljena funkcija zadovolj




Provjera koja funkcija zadovoljava grani¢ne uslove:

Geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili konturni uslov pomaka

a) w(x) = acos (%x)

T
x=0 w(0) = acos (T 0) w(0) =a mm==) a=0 -ovafunkcija ne zadovoljava geometri

b) w(x) = a;x?+ a,x>

x=0 w(0)=a0%+a,0° w(0)=0

x=1 wll)=aql*+a,l>=0 mmm=) a,=-—a,l -ovafunkcijazadovoljava uz dodatni uslov

[
c¢) w(x) = a;sin (2_1 x) + a,

T
x=0 w(0) = a4sin (ﬂ O) +a, w(0)=a, a, =0
- -ova funkcija ne zadovoljava geometrijski uslov
—1

Zl)+a2 a; =0

x=1 wQ)= alsin(




Prirodni (Neumannov) konturni uslov ili konturni uslov sila

d3w
Elyﬁ - —QZ= 0
d*w
EI)IW == —My= 0

Funkcija ugiba b) zadovoljava geometrijske konturne uslove, ali moramo uzeti u obzir dodatni uslov a; =

W) = a1x? +ax® ) w(x) = —aylx? + a,x3

w(x) = a,(x3 — 1x?)

Za rjesavanje ovog problema koristicemo obrazac (4.12)

l

d2—d2i
[(m5e2)- wx+lﬁ7/—l - /—1
0

l

dzﬁ
EIy T2 do? qul x=0

0
0




Tezinska funkcijaje: W (x) = a,2

d 2
f=(3-1x? d_i = (3x? — 2Ix) % = (6x — 20)

dw d*w
= a,(3x? — 2Ix) e a,(6x — 210)

l

l
j[EIya2(6x — 2D (6x — 2D)| dx — j 90 G) (x3 — Ix?)dx = 0
0 0

l

l
x4
j[EIya2(36x2 — 12Ix — 121x — 41?)| dx — f 0 (T — x3> dx =0
0 0

x3 x2 : x5 xA\T
- -_—— 2 -_— —— — —_—
[Elyaz (36 3 241 > 41 x)]o [qo(Sl 4)]0 0

RN e
Elya2(3’ ﬁ——%lz—‘u l)—qo(s—l/—z)=0




4
Elya,(121° — 121° — 41°) + 9055 = 0

3 1 4 1
EIya24l = —%qol /l—3
1 g,l
a, = _@E_Iy

™) =80EL, ™ ~B0EL"
_(x)z%lzxz qolx®




Raspodjela momenata savijanja:

M, = —El,a,(6x — 21)

17/ o E/{y)(6x —20D)

— qu Zquz
L =1 6 —
80 80







Primjer 3.
Za gredu konstantne krutosti na savijanje EI = const.  koja je optere¢en kao na slici, potrebno je primjenom
raspodjelu ugiba i momenata savijanja. Za funkciju ugiba pretpostaviti funkciju

w(x) = a;x + ayx? + azx3

Zadano je:
M ql"’
do ’
EIy = conast.
Yy Yy Y9y 9yYyY9Y¥ ¥YyYy vy YyYYYYYY x
— Y/ M=qol2
A
P
L [
Z

Zadani problem grede opterecene na savijanje opisan je sledeCom diferencijalnom jednacinom.
d*w
EI y W —q; = 0

d; = qo

Kako bismo primjenili Galerkinog metod potrebno je prvo da provjerimo koja pretpostavljena funkcija zadovolj




Provjera grani¢nih uslova:

Geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili konturni uslov pomaka

w(x) = a;x + ayx? + azx3

x=0 w(0)=a,0+a,0°+a30° wO)=0

x=1 wl) =a,l+a,l?+azl® mmesw) a; =—a,l—azl*> -dodatni uslov (1)

dw :
E(l) = a; + 2a,l + 3a3!* mmmm) a; = —2a,l — 3azl* -dodatni uslov (2)

Funkcija zadovoljava uz dodatne uslove (1) i (2)!

Iz dodatnih uslova slijedi:
_azl - a3l2 == _Zazl - 3a3l2
—azl + zazl = dg l2 — 3a3l2

1
azl = —2a3l2 /T

a, = —2a3l




Ako a, vratimo u dodatni uslov (2) dobijamo
a1 == —2(—2a3l)l - 3a3l2

a, = 4a3l2 — 3a3l2

a1 = a3l2

Ako se vratimo u pretpostavljenu funkciju dobijamo:

w(x) = a;x + a,x? + azx3

w(x) = asl?x — 2a3lx? + azx3

w(x) = as(x3 — 21x? + 1%x)

Prirodni (Neumannov) konturni uslov ili konturni uslov sila

d3w

ElLy dx3 —Q:=0
d?w

Elyﬁ == —My= - M




Za rjeSavanje ovog problema koristicemo obrazac (4.12)
l

42w d2f, dfl 42w’
Elyﬁdxz quldx+ flEIyd ydxz =0

0

l

l
d*w df; df; l
f(E’ywdxz)‘Jquidx aE’yW =0

0 0
0

l

l
El de f d af El dz_ =0
Y dx2 dx? Go fax dx Y dx?2|

0 0
0

Imamo samo jednu tezinsku funkciju.




Tezinska funkcija je: w(x) = a

df dzf
— (+3 _ 2 2 — = 2 _ 2 7 — _
f=(x3=2Ix%+1?x) Ix (Bx* — 4lx + %) Tx2 (6x — 41)
dw d*w

a = a3(3x2 — 4lx + lz) W = a3(6x — 4[)

l l
j |ELas3(6x — 41)(6x — 41)] dx — j go (x3 — 2Ix? + 1?x)dx — [(3x% — 4lx + 1*)(—=M)],,—o =0
0 0

l l
jEIyag(36x2 — 241x — 241x + 1613) dx — j qo (x3 — 21x? + 1?x)dx — [(Bx? — 4lx + 1*)(—M)],=¢ =0
0 0

x3 [x? : xt 20x3 12x2\'
El,a; (%——498—+ 16l2x> —q0< — + ) +qol* =0
0 0

3 2 4 3 2

X X X 4 20 4 \
Elya;(120° = 241> + 161*) — qo ( 7 — 5+ | + qol* = 0




4

3 L 4 1
Elya34‘l _qOE‘l‘qol =0 /l—3

11
4E1ya3 = —Equ =0

11 g,
3 T 748 El,

Uvrstavanjem dobijene vrijednosti u pretpostavljenu funkciju dobija se izraz za ugib

w(x) = az(x3 — 21x? + 1%x)

— . 11 qu 3 2 2
w(x) = 18 EL (x> —lx“ + 1°x)




Raspodjela momenata savijanja:

_ d*w d*w
My_—EIyW W=a3(6x—4l)

M, = —El,a3(6x — 41)

17/ " E/{y)(6x —4])

M, = qul(6x — 41])




