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5. Varijacijska formulacija

Za rjeSavanje problema grani¢nih vrijednosti primjenom varijacijske formulacije potrebno je izvesti ekvivalentn
Funkcional je u matematickom smislu funkcija odredena integralom ¢iji su argumenti takode funkcije.
Pokaza¢emo izvodenje funkcionala za rjeSavanje problema aksijalno opterecenog Stapa, koji je u diferencijalno
Poissonovom diferencijalnom jednac¢inom

dx

F x d?u

AE‘W-FC[,C:O (5.1)

\\\\lf\\\
.
|
! E

Zadani grani¢ni uslovi su:

xr =0 u(0) =0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

u
x =1 AEd_ = Fy, -prirodni (Neumannov) konturni uslov ili
X konturni uslov sila




Polazimo od Poissonove diferencijalne jednacine (5.1) koju je potrebno pomnoziti sa varijacijom njenog rjes
integraciju u podrugju 0 < x <[
l

d*u
AEW‘F% oudx =0

0 l (5.2) ou -varijacija pomjeranja u svakoj tacki
d*u
fAEW5udx + j q0udx =0
0
0

Potrebno je izraz (5.2) transformisati u oblik §F = 0 , gdje je F jednak funkcionalu koji odgovara zadanom problemu grani
O6F = 0 -uslov stacionarnosti funkcionala
Ako se na prvi integral primjeni parcijalna integracija, dobija se

l l

l
d?u du du d(6u)
AE —dudx = |AE —déu| — jAE— dx (5.3)

dx? dx dx dx
0 0

d(5u) du 1 [(du\’ du [bu
_ —s(Z2) =225 (22 5.4
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Nakon uvrsStavanja izraza (5.3) u (5.2) i primjenom jednakosti (5.4), dobijamo
I l

l
a5 8 s = |ag P jAEdu(S du) o
dxzux_ dxu dx \dx x

0
0 0

l

l
aE LY s = 48 P suct) — a8 21 suco leE(S duzd 55
dxz uax = dx |x=l u() dx |.X'=O u’( ) 2 dx X ()

0

0

Na osnovu grani¢nih uslova uvrstenih u izraz (5.5) slijedi
l l

a8 E sudx = Fosuch) — 2ag | 5[ 2d (5.6)
dx2 CUr = pxOU(L) 2 dx] & '

0 0
Uvrstavanjem izraza (5.6) u izraz (5.2) dobijamo

l

l
l

d?u 1 du\’
AEWSudx + J q,oudx = Fp,.6u(l) — EAE 5 T dx + f g, oudx =0 /
0

0




l

l
1 du\’
—AE | §(— dx— F,,6u(l) — f q,oudx =0 (5.8)
2 dx
0

0
l

l
1 du\’
o 5 AE Tx dx — Fp,u(l) —quudx =0 (5.9)

0
L0

Iz izraza (5.9) slijedi da je funkcional za rjeSavanje zadatog problema grani¢nih vrijednosti jednak

l

) l
Flrw®) =248 | () ax = F,ou f d 10
X, U, dx — 2 dx X bxu( ) qxuax (5 )

0
0

Iz izraza (5.10) jednak je ukupnoj potencijalnoj energiji koja je izvedena u mehanici deformabilnih tijela. Prvi ¢lan jednak je p¢
energiji elasticnog deformisanja, a druga dva ¢lana opisuju potencijalnu energiju spoljnjih sila (g, Fp,) -
l

2
1 d
IM; = EAE J <d_u) dx -potencijalna energija elasticne deformacije (deformacijski rad)  (5.11)
X
0
l
I, = — j qxudx — Fpu(l) -potencijalna energija spoljnjeg optereéenja (5.12)
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Na osnovu prethodnog, izvedeni funkcional jednak je

du
F x,u,a =1II; + I =11 (5.13)

l

l
1 du\’
1= EAE Ix dx — Fp,u(l) — j qudx (5.14)

0

Prvi izvod funkcionala §F = 8I1 = 0 u mehanici deformabilnih tijela predstavlja princip minimuma pote




5.1 Primjena Rayleigh-Ritzove metode kod aksijalno opterecenog Stapa

Rayleigh-Ritzova metoda se zasniva na varijacijskoj formulaciji problema i u njoj je potrebno zadovoljiti
funkcionala koji opisuje razmatrani problem. U ovoj metodi dovoljno je da pretpostavljena funkcija zadovoljava
grani¢ni uslov. Nepoznate veli¢ine izraCunavaju Se iz uslova stacionarnosti funkcionala. Za rjeSavanje problema u I
tijela, funkcional je jednak ukupnoj potencijalnoj energiji, a stacionarna vrijednost odgovara njenoj minimalnoj
zavisnih varijabli jednak je pomaku sa komponenatam u, v, w pravcu u Kartezijevom koordinatnom sistemu.

l

u= Z aifi(x,y,2),

=1
m

p = Z a;fi(x,y,z), (5.15)

w = Z a;fi(x,y,2),

i=m+1
Komponente pomaka naj¢esce se aproksimiraju polinomima ili trigonometrijskim funkcijama. UvrStavanjem izraza

potencijalnu energiju elasticnog deformisanja (5.11) i potencijalnu energiju spoljasnjih sila (5.12) dobija se ukupna p
ao funkcija nezavisnih parametara

= H(al, az,....,an) (516)



Princip minimuma ukupne potencijalne energije (ekstremne vrijednosti) opisan je relacijom

aH—aHa +6Ha + +ana =0 5.17
_aal a’l aaz az ..... an_ (' )

Iz jednacine (5.17) slijedi n algebarskih jednacina

on

— =0, i=123....n (5.18)
aai

RjeSenja sistema jednacina (5.18) su nepoznati parametri a; koji pomo¢i jednac¢ina (5.15) opisuju polje pomaka u ra
podru¢ju. Na taj nacin se dobijaju najbolja moguca rjeSenja za pretpostavljene funkcije, tj. rjeSenja za koje je potencijal
najbliza minimumu. Tac¢nost rjeSenja se povecava sa brojem ¢lanova u izrazu (5.15). Ako oblik pretpostavljene funkcije odgove
raspodjeli pomaka, pomocu izraza (5.18) izraCunavaju Se nepoznati parametri za koje ukupna potencijalna energija ima m
vrijednost. U tom slu¢aju uslovi ravnoteze i prirodni grani¢ni uslovi koji opisuju grani¢ne uslove sila su u potpunosti zadovoljeni.

U opsStem slucaju kada su rjeSenja priblizna, potencijalna energija ima nesto vecu vrijednost od ta¢nog rjesSenja koje opisuje minin
pokazuje da priblizna rjeSenja ¢ine konstrukciju kru¢om od stvarne konstrukcije. Ovako dobijeni pomaci manji su od stvarnih g
Uslovi ravnoteze i granic¢ni uslovi sila koji su ukljuceni u funkcional zadovoljeni su samo u prosjec¢nom ili integralnom g
osmatra cijelo podrucje, a nisu zadovoljeni u svakoj tacki razmatranog kontinuuma, Sto je sli¢no sa Galerkinovom met
eziduala.

rednost Rayleigh-Ritzove metode u odnosu na Galerkinovu metodu je u tome Sto se u podintegralnoj funke
erivacije) njizeg reda, a potrebno je zadovoljiti samo geometrijske grani¢ne uslove.

yleigh-Ritzova metoda se primijeniti samo u slu¢aju kada se razmatrani problem moze opisati funkcionalo



Radi boljeg razumijevanja, izraze za rjeSavanju jednodimenzionalnih problema prikazacemo na primjeru aks
Neka je jednodimenzionalni problem opisan Poissonovom diferencijalnom jednacinom koja opisuje aksijalno opt

Pretpostaviéemo funkciju pomaka u obliku % (x) = f;(x)a;, i=123...,n (519

d?u

AE - W +q, = 0 (5.20)

0<x<lI

q, = const.

Zadani granic¢ni uslovi su:

xr =0 u(0) =0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

u
x =1 AEd_ = Fy, -prirodni (Neumannov) konturni uslov ili
X konturni uslov sila




Ako je stap po jedinici duzine optere¢en uzduznim kontinualnim opterecenjem g, , a na jednom Kkraju je uk
je u =0 ,anadrugom kraju za x = 1 djeluje koncentrisana sila Fpx , ukupna potencijalna energija
(5.12) jednaka je

l

l
1 du
M= 5 AE T dx—qu udx — uFpy| 4= (5.21)

0
0

Uvrstavanjem pretpostavljene funkcije pomaka (5.19), koja je ista kao i za Galerkinovu metodu, ukupna potencijalna ene

moze napisati u obliku
l

l
1 dfl 2
[1= 2 AE dx dx — f Qx fiaidx — fia;Fpy|x=1 (5.22)

0
0

Primjenom derivacije prema izrazu (5.4) dobija se

l

l
dfj \dfi _
fAE (dx )de qu ﬁdx _finxlx=l =0 (5.23)

0
0




Posto je izraz u zagradi pod prvim integralom jednak izvodu pretpostavljene funkcije pomaka —a; =
napisati u obliku dx

l

du df;
AEEE — Qxfi | A% — fiFpx|x=1 = 0 (5.24)

0

Dobijeni izraz potpuno je jednak izrazu (4.5) koji je izveden Galerkinovom metodom za rjeSavanje problema aksijalno op




Primjer 1.
Za aksijalno opterecen $tap konstantne aksijalne krutosti AE = const. , koji je optereéen kao na slici, potre
Ritzove metode odrediti funkciju pomaka u pravcu x ose. Za funkciju pomaka pretpostaviti funkciju u obliku poli

u(x) = ayx + a,x?

Zadano je:
% 9 F X AE = const.
&'“-P—F-P-P-P“—F—* qo = const.
’4 qo!
- F =—
e ] 2
< =

Zy
Zadani problem osno opterecenog Stapa opisan je jednodimenzionalnom Poissonovom diferencijalnom jednac¢inom.
d?u
AE W + qx = 0
dx = 9o

Kako bismo primjenili Rayleigh-Ritzov metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija
granic¢ne uslove.




Zadani grani¢ni uslovi su:

x=0 #0)=a0+a,02=0 u(0)=0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

Funkcija pomaka zadovoljava geometrijske grani¢ne uslove.

Za rjeSavanje ovog problema koristicemo obrazac (5.21)

l

) l
1 du
I =E AE Tx dx—jqxudx—uFbx|x=l

0
0

Supstitucijom g, = g dobijamo
l l
1 dir\” o
I1= 5 AE o dx — j qo udx — uFy,|,r=;
0
0

IM=TI; + I




Potencijalna energija elasticnog deformisanja (deformacijski rad)
l

l'I—lAE du 2d
L™ 9 dx x

du <dﬂ

2
dx) = a? + 4a,a,x + 4a3x?

l
1 2 2,.2
II; = EAE (af +4a,a,x + 4a5x“)dx
0

2 37!

1 5 X )X
II; = EAE aix + 4aqa, > + 4a;

3 0

1/ 2B
I1; = EAE ayl +A-’a1a2;,+ 4a5 3




Potencijalna energija spoljasnjeg optere¢enja

l
Iy = — j qxudx — Fppu(l)
0

u(x) = ayx + ax? a(l) = ayl + ayl?

l

I, = — J qo(a;x + a,x?)dx — F(ayl + a,1?)
0

x? x37"
HS = —(qy [a]_? + a, ?] — F(all + azlz)
0

12 13 I
l'[s=—qo(a1—+a2—)—F(a1l+a2l2) = do°

2 3 5
1 1 1 1
[y = =5 a190l® — 3 a2q0l° — 5 a1G0l* — 5 a2qol°
2 5 3
[Is = —a;1q0l° — - azqol

6




1 12 13 5
=1+ = EAE (a%l +Aa a,— + 4a? 3) — a;qol? — —ayq,l3

2 6

1z usl on =0 on =0 lijedi

z uslova 9a; 9a, slijedi

orn 1

9a, =/§AE§ZG1I +Za,1%) — qol* = 0

oI 1 8 5

— =—AE 2 47 31 __ 3

a(,lz Z (Zﬁll + 3 azl ) 6qol 0
al+ a,l?2 = qo_lz /- (=) (JednaCina 1)

4 5qol3

a,l? + §a2l3 = gci(l)_E (jednacina 2)




CIolS 5 q0l3

Bt —a,ld=— d0”
A"+ 342 AE 6 AE

3

a __1lq
2 2 AE

Ako dobijenu vrijednost uvrstimo u jednac¢inu 1 dobijamo

_ 3 qol 1qo . | Dobijena izraz za pomak primjenom Rayleigh-Ritzovog metoda identiCan je
u(x) = 2 AEY T2 4g” | izrazu dobijenom primjenom Galerkinove metode.




Primjer 2.
Za aksijalno opterecen $tap konstantne aksijalne krutosti AE = const. , koji je optereéen kao na slici, potre
Ritzove metode odrediti raspored pomaka i uzduzne sile. Za funkciju pomaka pretpostaviti funkciju u obliku poli

u(x) = ayx + a,x?

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \%
1 Zadano je:
Ve F, F,
N = = Lo |20, 2 _
/A c B AE = const.
/4 qo = const.
yd
L
2 Fo = qol
-
< I oy
zZy

Kako bismo primjenili Rayleigh-Ritzov metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija
granic¢ne uslove.




Zadani grani¢ni uslovi su:

x=0 #0)=a0+a,02=0 u(0)=0 -geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili
konturni uslov pomaka

dx = —9o

Funkcija pomaka zadovoljava geometrijske grani¢ne uslove.

Za rjeSavanje ovog problema koristicemo obrazac (5.21) koji proSirujemo za jedan ¢lan jer na Stap djeluju dvije sile i

integracije za kontinualno optereéenje
l l

2 2
1 du
1= 5 AE Ix dx — f q, udx —uFbx|x=% —UFp | =1
0

0

Supstitucijom g, = —qo dobijamo

o~

l

1 dir\’ ;
I1 = EfAE (E) dx — j —({y udx — [ﬁ(_Fo)]x=% - [ﬁZFo]x=l
0
0

IM=TI; + I




Potencijalna energija elasticnog deformisanja (deformacijski rad)
l

l'I—lAE du 2d
L™ 9 dx x

du <dﬂ

2
dx) = a? + 4a,a,x + 4a3x?

l
1 2 2,.2
II; = EAE (af +4a,a,x + 4a5x“)dx
0

2 37!

1 5 X )X
II; = EAE aix + 4aqa, > + 4a;

3 0

1/ 2B
I1; = EAE ayl +A-’a1a2§,+ 4a5 3




Potencijalna energija spoljasnjeg optere¢enja

L= [ﬁZFo]x=l

x=2

l
2
I, = - f _qodx — [A(=F,)]
0

U(x) = ax +ax? u(l) =a;l+ayl?  Fy=qgl

[(alx + azxz)(ZFo)]x=l

OSNIN

I, = | go(a;x + ayx?)dx + [(ax + azxz)(Fo)]x_L -
=2
l
x? x3]2 ! *
Hsqu a1_+a2_ +F0(a1_+a2_)_ZFO(all-I_ale)
2 3 0 2 4

[2 I3 [ [2
Iy = qo <a1§ + a; ﬁ) + Clol(a1§ + a, Z) — 2qol(ayl + ayl?)

11 , 41 3
Iy = —gaﬂol —ﬁaz%l




1 12 13 11 41
M=1I,;+1, = EAE (afl +Aa a, — + 4a? §> — —a,qol? — —a,qol®

A 8 24
1z usl on 0 on 0 lijedi
zuslova —— = — = slijedi
- aal aaz J
orn 1 11
— = —AF 2y 2 _
da; 2 (Za,l +,2a,1%) 3 qol 0
orn 1 8 41
_ 2472 13\ _ 2=, 13 —
aaz ZAE <,2/a1l + 3 azl ) 24 qu 0
11 : ..
a;l + ayl? = gqolz /- (=D (Jednacina 1)
l2 + 4 l3 — 41 l3 . "
aq 3 %2t =5, (jednacina 2)




4 11 41

—a,l3 +§azl3 2 —q,l3 + 5790 ol3
1 I,?:_EM

s 24 AE

a, =2
> AE

Ako dobijenu vrijednost uvrstimo u jednac¢inu 1 dobijamo

al,l/+ l/—qul/

8
11 qol?
3qu
“1 7 8UE

UvrStavanjem dobijenih vrijednosti u pretpostavljenu funkciju dobija izraz za pomak




Raspodjela uzduzne sile

Vo= a2
x dx

N, =%E(g%l+25—%x)

_ 3
N, = g%l + 2qox
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