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5.1 Primjena Rayleigh-Ritzove metode kod grede optereéene na savijanje
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5.2 Primjena Rayleigh-Ritzove metode kod grede opterecene na savijanje

Analognim postupkom kao kod aksijalno optere¢enog Stapa izvodi se relacija za rjeSavanje problema sav
diferencijalna jednacina kojom je definisan matematicki model savijanja grede cetvrtog reda potrebna su nam cet
bismo u potpunosti rijesili posmatrani problem. Neophodno je da pretpostavljena funkcija zadovolji geometrijske
prirodni konturni uslovi ¢e biti obuhvaceni izvedenom relaciiom.
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Polazimo od diferencijalne jednacine savijanja grede koju je potrebno pomnoziti sa varijacijom njenog rjesenja
u podrudju 0<x<l
l

d*w
Elyw— q, | owdx =0

9 l (5.25) Ow -varijacija pomjeranja u svakoj tacki

d*w
EIyWSde + f q,0wdx =0
0
0

Ako se na prvi integral u jednacini (5.25) primjeni dva puta parcijalna integracija i poslije toga transformacione izraze varijé
dobi¢emo izraz za ukupnu potencijalnu energiju sistema prikazanog na prethodnoj slici

2\ 2
1 d“w dw
II = E Ely W dx — qZWdX + [_FbZW]x=l - _Mby E (5.26)
0 0 x=l
Prvi ¢lan jednak je potencijalnoj energiji elastiénog deformisanja, a druga dva ¢lana opisuju potencijalnu energiju spoljnjih Si
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dw

l
1
Ef EI (W) dx — j C[ZWdX — [szw]x=l + [Mbya . (5.29)
0 0 -

Ako je funkcija pomaka opisana relacijom w(x) = f;(x)a; , primjenom principa minimuma ukupne potencijalne ene
uvrStavanjem u jednacinu (5.29) dobijamo

l

l
dZWdz i d i L
j<E1dex€) —jqul-dx— [fiFpz]b + [d_{cM”y] =0 (530)

0 0
0

Izraz (5.30) je identi¢an izrazu (4.12). Na ovaj nacin je prikazano da uz pretpostavku istih funkcija pomaka, pomoc¢u Galerkinove
Rayleigh-Ritzove metode uz primjenu parcijalne integracije dobijaju jednaka rjeSenja.




Primjer 1.
Za nosac zadan i opterecen prema slici potrebno je primjenom Rayleigh-Ritzove metode odrediti raspodjelu p
Za funkciju pomaka pretpostaviti funkciju u obliku

w(x) = a;x? + a,x3 + azx*

Zadano je:

EIy = const.
FO - 2q0l

do
[

Kako bismo primjenili Rayleigh-Ritzov metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija zadovoljava geor
grani¢ne uslove.




Provjera grani¢nih uslova:

Geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili konturni uslov pomaka
w(x) = a;x? + ayx3 + azx*

x=0 w(0)=a,0°+a,0°+az30* wO)=0

x =21 w(2l) = 4a,1% + 8a,I® + 16a3l* = 0 mmmm) a; = —2a,l — 4azl* -dodatni uslov (1)
dw
™ (x) = 2a,x + 3a,x% + 4azx3

dw
E(ZD = 4a,l + 12a,1* + 32a30° mmmm) a; = —3a,l —8azl* -dodatni uslov (2)
Funkcija zadovoljava uz dodatne uslove (1) i (2)!

Iz dodatnih uslova slijedi:
—Zazl — 4‘a3l2 = —3a2l - 8a3l2
—Zazl + 3a2l = 4a3l2 - 8a3l2

1
azl = _4‘a3l2 /T

a, = —4asl | -dodatni uslov (3)




Ako a, vratimo u dodatni uslov (2) dobijamo
a1 = —3(—4a3l)l - 8a3l2

a1 == 12a3l2 - 8a3l2

a, = 4asl? | -dodatni uslov (4)

Ako se vratimo u pretpostavljenu funkciju dobijamo:
w(x) = a;x? + a,x3 + azx?

w(x) = 4azl*x? + (—4azD)x3+azx*

w(x) = az(41?x? — 41x3 + x*)

Raspodjela opterecenja i izvodi pretpostavljene funkcije

QZ=CIO(§_1)

— 2 —

dw d-w
_ 2, _ 2 3 Z =
v as;(8l“x — 121x* + 4x>) i a; (812 — 241x + 12x?)




Za rjeSavanje ovog problema koristicemo obrazac (5.29) vodeéi ra¢una 0 granicama integracije i optere¢enjima

0
M= %Cf EL (C:TV;)Z dx — @ dx = oot [%L_

l

1 d2w\’ x _ _
I1 = Ej Ely W dx — J do (T - 1) wdx — [FOW].X:l
0 z
21 a) 21 b)
1 X
M= EJ ElL,[a3(81% — 24lx 4+ 12x7)]* dx — j o (T — 1) as(41%x? — 4lx3 + xM)dx — [2qolas; (41%x

0 l




a)
[(81% — 241x + 12x2)?]dx =

[(81%)% 4+ (—=241x)? + (12x2)? + 2(812)(—241x) + 2(81%)(12x?) + 2(—241x)(12x?)]dx =

(641* + 5761%x% + 144x* — 38413x + 1921%?x% — 5761x3)dx =

21l

576 144 384 192 576
64l4 l2 3 R 5——l _l2 3——l 4 —
X+ — 3 x° + = X > st 3 X 1 X :
641421 + 5;6 l2(21)3_|_ 144 (21)5 324 l3(21)2_|_ 1: l2(21)3 576 l(21)4=

4608
1281° + 15361° + TIS — 7681° + 5121° — 2304I[° =

128

5
c [




b)
21
X
j qo (— — 1) as(412x% — 41x3 + x*)dx =

[
l

41%2x3  4lx*  x°
qu3< 7t —4lzx2+4lx3—x4>dx

2,4 i 5121
Cloasm A’Mj/ lzx3 +//3{c —);]l —
42D°> (2D°% 41223 20)° 4> (D® 4123
QOas{[l(21)4— C0 B ) e - ]—[z(z)‘*— OO A,
doas [0 — (_gzﬂ/ls)] =
1a3qol5

6




[2qolas (41%2x? — 41x3 + xM)],2; =

[2a3q0(413x°% — 41%x3 + 1x*)]oy =

2a5q, (415 — 415 + 15) =

2a3q!°
AKko se vratimo u izraz za ukupnu potencijalnu energiju dobijamo:
1, 128 1
[1 = §a3Ely 5 l — €a3CI0l — zaqul

Na osnovu principa minimuma potencijalne energije dobijamo

oIl
aa3 B
oIl 128
_ 15 _ — 5 __ 5 _
aa3 Ely 5 [ 6qu qul =0
65 do
as =

768 ElL,




Kada dobijenu vrijednost koeficijenta vratimo u pretpostavljenu funkciju dobijamo raspodjelu pomaka

65 qO
W = — Al%x% — 41x3 4
w(x) 768 E1, —( x° +x*)

3

65 qol*[ /xy2
W(x)=7—68‘]73f’—1y 4(%) —4(%)

+ 4 (%)4]

Raspodjela momenata savijanja

_ d?w
My —EIy T2
2w
W == a3(812 — 241lx + 12x2)

— 65 do
= — 812 — 24lx + 12x?
%768%( x + 12x%)

M, = 76658 qol? [8 24 (l) +12 (%)2]




Primjer 2.
Za nosac zadan i opterecen prema slici potrebno je primjenom Rayleigh-Ritzove metode odrediti ugib na mjestt
momenata savijanja.. Za funkciju pomaka pretpostaviti funkciju u obliku

w(x) = a;x? + ayx3

Zadano je:

EIy = const.
FO = 2q0l

do
[

Kako bismo primjenili Rayleigh-Ritzov metod potrebno je prvo da provjerimo da li pretpostavljena funkcija zadovolja
grani¢ne uslove.




Provjera grani¢nih uslova:

Geometrijski (Dirichletov) konturni uslov ili konturni uslov pomaka

w(x) = a;x? + ax3

x=0 w(0)=a,0%+ a,03 w(0) =0
x=1 wl)=a;l*’+a,3=0 —> a, = —ayl -dodatni uslov
dw

== (x) = 2a;x + 3a,x?

dw

E(O) = 2a10 + 3a202 =0
Funkcija zadovoljava uz dodatne uslove!

Ako se vratimo u pretpostavljenu funkciju dobijamo:

w(x) = ax? + ax3

w(x) = —a,lx? + a,x3

w(x) = a,(x3 — I1x?)




Raspodjela opterecenja i izvodi pretpostavljene funkcije

X
dz = qo (7)
dw d*w
E = a2(3x2 - le) W = a2(6x — Zl)

Funkcional za zadanu gredu je

l
1[51 d*w)’ j wdx — [Fo]_
_20 y de qO W X OW 3
l

1
Il =§JEIy[a2(6x—2l)]2dx jqo a(x* — Ix*)dx — [2qolay (x” — Ix*] 2,
~3

0 0
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0 0
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Na osnovu principa minimuma potencijalne energije dobijamo

on
aaz N
oIl qol* 8qol*
= 4El,a,l3 -
da, e Y
_ 187 qqol
“2 = T 2160 EL

Kada dobijenu vrijednost koeficijenta vratimo u pretpostavljenu funkciju dobijamo raspodjelu pomaka

. 187 qu 3 2
W(X) = —mE—Iy(X — Ix )

187 qol*[x\2 33
W) = = 5160 (2')13, [G) - G) ]

_(2)) _ 187 qol*[/2\* [2\°
W\3") T T2160EL, [\3) T \3




_ (2 748 qol*
wlzl)=—
3 58320 EI,,

Raspodjela momenata savijanja

_ d*w
My ==kl —7
d*w

W — a2(6x - 2l)

_ 187 qgl
My = =By (- 5 RICRED

o187
¥y = 21601

o187
¥y = 216010

2|2+ 6%]
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