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Najstarija diskretizacijska metoda je metoda konacnih razlika (MKR) koja je svoju pravu primjenu nasla sa ra:
konac¢nih razlika je numericka metoda koja sluzi za rjeSavanje problema mehanike deformabilnih tijela, m
toplote, tj. za rjeSavanje problema koji su matematicki modelirani diferencijalnim jednacinama.

Nedostatak ove metode se ogleda u tome da je za slozZenije probleme veoma teSko opisati grani¢ne (konturne) uslo
do izrazaja ako su u grani¢ne uslove ukljucene derivacije viseg reda. Danas se ova metoda uglavnom primjenjuje za
u mehanici fluida i za vremensku diskretizaciju pri rjeSavanju nestacionarnih problema. U mehanici deformabilnih t
samo za rjeSavanje jednostavnih problema.
MKR se temelji na diskretizaciji razmatranog podrucja disketnim tackama (¢vorovima) koje ¢ine mrezu konacnih razl
se dobija jedna algebarska diferencijalna jednacina koja povezuje nepoznatu vrijednost u ¢voru sa vrijednostime
odgovaraju¢em broju susjednih ¢vorova.

U tackama se postavljaju diferencijalne jednacine pri ¢emu se derivacije (izvodi) zamjenjuju kona¢nim razlikama ko
vrijednostima zavisnih varijabli u susjednim ¢vorovima.
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Dobija se sistem algebarskih jednacina ¢ija su rjeSenja vrijednosti varijabli u ¢vorovima. RjeSenja za podrudja
nije moguce dobiti jer se metoda ne temelji na aproksimacijskim funkcijama.

Svakom ¢voru je potrebno aproksimirati diferencijalnu jednacinu odredenim izrazima koji su karakteristi¢ni za
¢vorova zavisi od reda izvoda u diferencijalnoj jednacini. Na taj nac¢in se dobija sistem linearnih algebarskih jedn:
broju ¢vorov, odnosno nepopoznatih.

Diferencijalna jednacina se transformise u tzv. diferencijsku jednac¢inu (linearnu algebarsku jednacinu). Svakom ¢
diskretizovana jednacina pridruzeni su indeksi koji se povec¢avaju, 0dnosno smanjuju u susjednim ¢vorovima.
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Ideja za aproksimaciju derivacije (izvoda) u MKR proizasla je iz definicije same derivacije.
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Aproksimacija izvoda u MKR bazira se na njegovoj geometrijskoj interpretaciji prema kojoj prvi izvod u posmatranoj
predstavlja nagib tangente na krivu ¢(x) u toj tacki (¢voru) u odnosu na pozitivan smjer opisane ose.

Taj nagib moguce je aproksimirati s pravcima koji prolaze kroz susjedne tacke na krivoj.
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Tangentu na krivu koja predstavlja prvi izvod moguce je aproksimirati pravcem koji predstavlja razliku unap
pravcem koji predstavlja razliku unazad (backward difference) i pravcem koji oznacava srednju razliku (central o
se JoS u matemaci naziva simetri¢na razlika.

Nagibi prethodno navedenih pravaca jednaki su aproksimacijama prvog izvoda.

y razlika
(—‘/’) L Qi m O b — i (62)  -razlika unaprijed unaprijed
[

dx Xiy1 — X; Ax

(d_¢) ~ Pi ~ Pi-1 _ $i — $i-1 (6.3)  -razlika unazad

dx X; — Xj_q Ax

d =i =i _ _
2P\ ( Pin1 — bica _ Piv1 — Pi (6.4) - srednja razlika
dx ). Xj41—Xj_1 2Ax o- T
L Xi-1 '
Ax e AX

a osnovu prethodne tri aproksimacije prvog izvoda se moze zakljuciti da metoda srednje razlike predstavlja najtacnij
emo koristiti pri rjeSavanju diferencijalnih jednacina. Procjena greske provodi se pomocu razvoja funkcije u Taylorg



Analognim postupkom izvodi se izraz za aproksimaciju drugog izvoda.
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Geometrijska interpretacija drugog izvoda je nagib tangente na krivu koja predstavlja prve izvode. Ako prve izvode aproks
taCkama izmedu Xx; 1 X;41 teizmedu X; 1 X;—1 , uz pretpostavku jednakog rastojanja izmedu tacaka i uz primjenu

razlike (6.4), dobija se
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Drugi izvod je
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AKo u izraz (6.8) uvrstimo izraze (6.6) i (6.7) dobijamo
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6.1 RjeSavanje problema aksijalno opterec¢enog Stapa primjenom MKR

Primjenu metode konac¢nih razlika ¢emo prikazati na primjeru obostrano ukljesStenog aksijalno optere¢enog Stapa
krutosti AE=const. i kontinualno optere¢enog cijelom duzinom. Neka je jednodimenzionalni proble
diferencijalnom jednacinom koja opisuje aksijalno opterecen Stap.
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Pomocu jednacine (6.9) Poissonova diferencijalna jednacina prelazi u diferencijalnu jednaéinu za i-ti ¢vor
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Ako izraz (6.10) primjenimo na sve unutrasnje ¢vorove dobijamo
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Ako Stap diskretizujemo sa n=5 jednako razmaknutih ¢vorova, dobijamo sledeci sistem jednacina

NN\
o ®
[
=
I—UJ_ .
[
=
r .
N
Ul
DN
=
I
IR

d2 = 43 = 44 = (o

Za ¢vor 2 i =2
(4x)?
}b{ 2Uy + U3 = — v do
Za ¢vor 3 i =3
(4x)?
Uy — 2Uz Uy = — TR

Zacvor 4

-2 4+}/_ @,

Na osnovu konturnih uslova slijedi da je

Uy =us =0




Nakon uvrstavanja konturnih uslova dobijamo sistem od tri diferencijalne jednacine sa tri nepoznate.
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Jednacine mozemo napisati u matricnom obliku i na taj nacin ih rjeSavati.
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Ako je Stap optere¢en koncentrisanom silom F koja djeluje u nekom proizvoljnom ¢voru i potrebno je tu silu za
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kontinualnim opterec¢enjem na duzini 4x , q; = j diferencijska jednacina (6.10) moze napisati u slede¢em ob
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Kada su osim geometrijskih grani¢nih uslova zadani i prirodni konturni uslovi (uslovi sila), odnosno ako na jednom kra
koncentrisana sila, potrebno je prvi izvod zamjeniti odgovaraju¢om Semom konac¢nih razlika (Sema ralike unaprijed i unaza




Primjer 1.

Za Stap konstantne aksijalne krutosti AE=const. zadan i opterecen prema slici potrebno je primjenom metode k
pomake u ¢vorovima. Stap diskretizovati sa N=5 jednako razmaknutih ¢vorova.

Zadato je:
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Na osnovu konturnih uslova slijedi da je
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U ¢voru 5 potrebno je zadovoljiti konturni uslov sila AE — = F
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Cvor 5 se nalazi na desnom kraju Stapa pa kod aproksimacije prvog izvoda u prethodnim jednadinama moramo Koristiti em
unazad i dobijamo
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Ako u prethodne jednacine uvrstimo izraz za silu i rastojanje izmedu ¢vorova dobijamo
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Primjer 2.
Za Stap konstantne aksijalne krutosti AE=const. zadan i opterecen prema slici potrebno je primjenom metode k
pomake u ¢vorovima. Stap diskretizovati sa N=5 jednako razmaknutih ¢vorova.

Zadato je:
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Na osnovu konturnih uslova slijedi da je
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Cvor 5 se nalazi na desnom kraju Stapa pa kod aproksimacije prvog izvoda u prethodnim jednadinama moramo Koristiti em
unazad i dobijamo
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Ako u prethodne jednacine uvrstimo izraz za silu i rastojanje izmedu ¢vorova dobijamo
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RjeSenje je jednako

Uy , 5
Uz qol” | 9
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Us 114
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0,313 0,563 0,75 0,875
Analiticko rjeSenje 0,344 0,625 0,844 1,00

Ako numericko rjesenje uporedimo sa rjeSenjima dobijenim analiti¢kim putem mozemo primjetiti da postoji odstupanje u rezu
znaci da je diskretizaciju potrebno provesti sa vise ¢vorova.
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